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第一章 怎么数清楚每一种可能：计数原理

章首情境

1.1 分类加法与分步乘法计数原理：要么“分叉”，要么“接力”

学习目标

• 理解分类加法计数原理，会用加法数“要么⋯要么⋯”的可能；

• 理解分步乘法计数原理，会用乘法数“先⋯再⋯”的可能；

• 会辨别一个计数问题该分类还是分步，能综合运用两个原理；

• 会检查分类的“不重不漏”与分步的“层层独立”。

前置复习（Be Prepared）

• 从 3 件上衣中选 1 件，有几种选法？

• 从 3 件上衣、4 条裤子中各选 1 件，有几种选法？

• 用列举法写出集合 {1, 2, 3} 的所有子集，数一数共有几个。

1.1.1 分类加法计数原理：“要么⋯要么⋯”

从生活到数学

先回到“只吃一顿”：你有 3类来源，每类内部再细分，但无论选哪一类中的哪一种，“吃
一顿饭”这件事立刻完成。选套餐、选面条、选沙拉，三条路径是“平行”的——走到任何一
条路径的终点，任务就完成了。

分类加法计数原理

完成一件事有 k 类方案，第 1 类有 m1 种方法，第 2 类有 m2 种方法，⋯⋯，第 k 类有

mk 种方法，并且每一类中的每一种方法都能独立完成这件事（各类方法互不相同），那么完
成这件事共有

N = m1 +m2 + · · ·+mk
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种不同的方法。

How To：判断能否用分类加法计数原理

• 问自己：选完这一项，“整件事”完成了吗？

• 若完成了 → 这件事被拆成了“若干类”，各类方法相加；

• 检查各类是否互不重叠（不重）、合起来是否覆盖全部（不漏）。

分类加法示意图（三类方案平行，任选其一即完成“报名”这件事）

方案一音乐社：3 个方向方案二科技社：4 个方向 → 3+ 4+ 2 = 9（“要么⋯要么⋯”，用

加法）方案三美术社：2 个方向

三条路径是平行的——无论走哪一条，走到终点任务就完成，因此把各类方法数相加。

例题 1.1

（分类加法计数原理）某班进行社团报名，一人限报一个社团：音乐社有 3 个可报方向，
科技社有 4 个可报方向，美术社有 2 个可报方向。小明任意报一个方向，共有多少种选
择？解：选报任何一个方向，都立即完成“报名”这件事，所以属于分类加法问题。三
类方向互不重叠、合起来覆盖全部方向：

N = 3 + 4 + 2 = 9

答：共有 9 种选择。Try It 1.1：从甲地到乙地，可以乘火车（有 4 趟）、汽车（有 3
趟）、飞机（有 2 班）。一天中从甲地到乙地共有多少种不同的走法？

例题 1.2

（分类的“不重不漏”检查）从 1，2，3，4，5 中任取两个不同的数相加。小华这样分
类：“和为偶数的”与“和为奇数的”。请问这样的分类是否“不重不漏”？解：任意两个
数之和不是偶数就是奇数，两类覆盖了全部情况（不漏）；且一个“和”不可能既是偶数
又是奇数，两类不重叠（不重）。因此分类满足“不重不漏”，两类的数量之和正好等于
所有“取两个数相加”的总数 C2

5 = 10。（分类标准的正确与否，直接决定后续计数是否

正确——分类一旦交叉，和就会重复计数。）Try It 1.2：把“从 1，2，3，4，5 中取两
个数”分类为“含 1 的”与“不含 1 的”，是否不重不漏？想一想（对抗 M3）：用 0，1，
2，3 四个数字组成无重复数字的四位数。小刚说：“四位数的个数 = 首位为 1 的 + 首
位为 2 的 + 首位为 3 的，共 3 类。”他的分类漏掉了哪一类？如果他想“不漏”，应怎
么修正？（提示：首位不能是几？四个数字里哪个数字没有资格当首位？）

1.1.2 分步乘法计数原理：“先⋯再⋯”

从生活到数学
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再回到“先打主食、再打饮料”：主食有 5 种、饮料有 3 种。只选主食，“这一顿饭”还
没完成——你还没拿到饮料；只选饮料，饭也没影。必须把两步都走完，这件事才算完成。两
步像接力赛，缺任何一步都“没完成”。

分步乘法计数原理

完成一件事需要分成 k 个步骤，做第 1 步有 m1 种方法，做第 2 步有 m2 种方法，⋯⋯，

做第 k 步有 mk 种方法，那么完成这件事共有

N = m1 ×m2 × · · · ×mk

种不同的方法。

How To：判断能否用分步乘法计数原理

• 问自己：选完这一项，“整件事”完成了吗？

• 若没有完成，还需要继续选 → 这件事被拆成了“若干步”，各步方法相乘；

• 检查每一步的选法数是否不随前面步骤变化（若会变，通常要分类讨论或换模型）。

分步乘法示意图（两步接力，走完才算完成“先打主食、再打饮料”这件事）

第 1 步主食：5 种 → 第 2 步饮料：3 种

5× 3 = 15（“先⋯再⋯”，用乘法——两步像接力赛，缺任何一步都“没完成”）

例题 1.3

（分步乘法计数原理）从甲地到丙地必须先经过乙地。甲地到乙地有 3条路可走，乙地到
丙地有 2 条路可走。从甲地经乙地到丙地，共有多少种不同的走法？解：这件事要“先
走甲 → 乙，再走乙 → 丙”，分两步完成：第 1 步：甲 → 乙，有 3 种；第 2 步：乙 →
丙，有 2 种。

N = 3× 2 = 6

答：共有 6 种不同的走法。（画一张树形图：从 3 个“枝头”各分出 2 个“枝梢”，共
3× 2 = 6 个枝梢。）Try It 1.3：穿衣服出门：上衣 3 件、裤子 4 条、鞋 2 双，每次各
穿一件，共有多少种不同的搭配？

例题 1.4

（乘法原理的数位问题）用 1，2，3，4四个数字可以组成多少个无重复数字的四位数？解：
组成四位数要依次确定千位、百位、十位、个位，共 4 步：第 1 步（千位）：4 种；第 2
步（百位）：剩 3 种；第 3 步（十位）：剩 2 种；第 4 步（个位）：剩 1 种。

N = 4× 3× 2× 1 = 24

答：可以组成 24 个无重复数字的四位数。（这正是后面要学的排列数 A4
4 = 4!= 24——

乘法原理是排列公式的源头。）Try It 1.4：若数字可以重复使用，用 1，2，3 组成三位
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数，共有多少个？（提示：每一位都有 3 种选择，与前面是否用过无关）

Q&A

• 问：乘法原理里“第 2 步的选法数会随第 1 步变化”时，为什么有时还能乘？

答：关键看数量变不变。比如 4 人抽签、两人依次抽：无论第 1 人抽走哪支，第 2 人可抽的
都是 3 支——数量恒定，可以乘 4× 3。但若第 2 步的选法数量随第 1 步变化（比如第 2 步
的可选项取决于第 1 步选了哪个），就必须分类讨论，不能直接乘。

• 问：分类加法与分步乘法会不会“混着用”？

答：会，而且大量题目是混用的。复杂问题通常“先分类、每类内部再分步”，或“先分步、某
一步内部再分类”。1.1.3 就专门练这个。

1.1.3 两个原理的辨别与综合：先问“完成了吗”

How To：分类还是分步——判断流程

• 设身处地，“完成一件事”；

• 选完这个项，事情完成了吗？

• 完成了 → 这是“一类”，与其他类相加；

• 没完成，还要选 → 这是“一步”，与其他步相乘；

• 复杂问题常常“先分类、再分步”，或“先分步、每步内再分类”。

例题 1.5

（分类与分步的综合）书架上有 3 本不同的语文书、4 本不同的数学书、5 本不同的英语
书。（1）从中任取 1 本，有多少种取法？（2）从中各取 1 本语文书、1 本数学书，有多
少种取法？（3）从三类书中各取 1 本，有多少种取法？解：（1）取 1 本就完成 → 分类
加法：3 + 4+ 5 = 12 种。（2）要取语文书且数学书，两步都完成才算 → 分步乘法：3×
4 = 12 种。（3）三步：3× 4× 5 = 60 种。（注意（1）（2）答案碰巧都是 12，但一个是
加、一个是乘——判断标准不是“结果像不像”，而是“完成一件事需要几步”。）Try It
1.5：从 A 地到 C 地：可直接乘大巴（有 3 班），也可乘高铁先到 B 地再转车（A→B 有
2 趟，B→C 有 3 趟）。从 A 到 C 共有多少种走法？（提示：先分类——“直达”与“经
B”，再在“经 B”这一类里分步）
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例题 1.6

（集合子集个数）集合 A = {a, b, c} 共有多少个子集？解：每个元素 a, b, c 都有两种“命

运”：在子集中 / 不在子集中。确定一个子集 = 依次决定 3 个元素的命运，共 3 步，每
步 2 种：

N = 2× 2× 2 = 8

答：A 共有 8 个子集（含空集与它本身）。（推广：n 元集合共有 2n 个子集——这是分

步乘法的著名应用。）Try It 1.6：集合 {1, 2, 3, 4, 5} 共有多少个子集？

例题 1.7

（涂色问题）用红、黄、蓝、绿 4 种颜色给 A、B、C、D 四个区域涂色（区域排成一列），
要求相邻区域颜色不同，共有多少种不同的涂法？解：按从左到右依次给四个区域涂色，
分 4 步：A：4 种；B：不能与 A 同色，3 种；C：不能与 B 同色，3 种；D：不能与 C
同色，3 种。

N = 4× 3× 3× 3 = 108

答：共有 108 种涂法。（相邻约束只影响“下一步”，每一步的选法数恒定，因此可以连
乘。）Try It 1.7：把上题改为“A、B、C 三个区域排成一列，用 3 种颜色涂，相邻不
同色”，共有多少种涂法？想一想（对抗 M1）：从 5 名同学中选 2 名分别担任班长和副
班长。小明这样算：“先选班长（5 种），再选副班长（4 种），共 5× 4 = 20 种。”小红

说：“应该先选 2 个人（C2
5 = 10 种），再任命正副班长。”两人谁对？为什么“选 2 人”

这一步本身不是“完成”？（提示：任命正副班长需要两步——先选出 2 人这一步只完成
了“候选”，还没完成“谁正谁副”。10× 2 = 20，殊途同归。）本节练习（答案见章末）

• 某同学去书店买一本书：书店有 4 种语文辅导书、3 种数学辅导书、2 种英语辅导书，任
意买 1 本，共有多少种选择？

• 某餐厅提供 3 种主食、4 种荤菜、2 种素菜，选“1 种主食 + 1 种荤菜 + 1 种素菜”为
一餐，共有多少种搭配？

• 用 0，1，2，3，4 五个数字组成无重复数字的五位数，共有多少个？（注意：0 不能做首
位）

• 从甲地到乙地有 4 条路，从乙地到丙地有 3 条路，从甲地到丙地另有 2 条直达路。从甲
地到丙地共有多少种不同的走法？

• 集合 A 共有 27 = 128 个子集，问集合 A 中有多少个元素？

1.2 排列：有座位的挑人

学习目标
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• 理解排列与排列数的概念，掌握排列数公式 Am
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1)；

• 会用排列数计算全排列与选排列；

• 掌握特殊元素优先、捆绑法、插空法、定序问题等常用方法。

前置复习

• 计算 4× 3× 2 与 5× 4× 3。

• 用 1，2，3，4 组成无重复数字的四位数，共多少个？（回顾例题 1.4）

•“甲站第 1 位、乙站第 2 位”和“乙站第 1 位、甲站第 2 位”是同一种站法吗？

1.2.1 排列与排列数：顺序算数的“挑人”

从生活到数学

5 名选手争夺冠亚季军（3 个不同的名次）：第 1 名有 5 种人选，第 2 名剩 4 种，第 3 名
剩 3 种，共 5× 4× 3 = 60 种结果。这里的“结果”是一串有顺序的名字——“甲冠、乙亚、
丙季”和“乙冠、甲亚、丙季”是两个不同的结果。

排列与排列数

一般地，从 n 个不同元素中取出 m（m ≤ n）个元素，并按照一定的顺序排成一列，叫
做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个排列。所有不同排列的个数，叫做从 n 个不同元

素中取出 m 个元素的排列数，记作 Am
n：

Am
n = n(n− 1)(n− 2) · · · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!

当 m = n 时，An
n = n!，称为 n 个元素的全排列（规定 0!= 1）。

How To：用排列数公式

• 确认元素是否互不相同、是否要排顺序；

• 确定 n（元素总数）与 m（取出的个数）；

• 从 n 开始连乘 m 个数：n, n− 1, . . . , n−m+ 1；

• 结果就是“依次选位”的乘法原理展开。

例题 1.8

（排列数计算）计算：（1）A3
5；（2）A2

5；（3）A4
4；（4）A2

6。解：从 n 开始连乘 m 个：（1）
A3

5 = 5× 4× 3 = 60；（2）A2
5 = 5× 4 = 20；（3）A4

4 = 4!= 4× 3× 2× 1 = 24；（4）A2
6 =

6× 5 = 30。Try It 1.8：计算 A3
7、A2

8、A3
3。
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例题 1.9

（用排列数解决排队问题）6 名同学站成一排照相，共有多少种不同的站法？若其中甲必
须站在最左端，又有多少种站法？解：（1）6 人全排：A6

6 = 6!= 720 种。（2）甲固定在最
左端，其余 5 人任意排：A5

5 = 5!= 120 种。答：（1）720 种；（2）120 种。Try It 1.9：
5 名同学排成一排，其中某两名同学必须相邻，有多少种排法？（提示：先把两人“捆”
成 1 块——这是下一小节的方法，先试试）

Q&A

• 问：Am
n 和 nm 有什么区别？

答：Am
n 是不重复地取 m 个并排序（如从 10 人里选 3 人排值班表，同一个人不能出现两次）；

nm 是可以重复地选（如 4 位数字密码，每一位从 0 9 任选，共 104 种）。判断标尺：同一个

元素能被用两次吗？

• 问：排列数 Am
n 一定是从 1 开始乘吗？

答：不是，是从 n 开始往前乘 m 个数（n, n− 1, . . .）。A3
5 是 5× 4× 3，不是 1× 2× 3。

1.2.2 有限制条件的排列问题：四件常用“武器”

从生活到数学

全排列好算，难的是“有限制”：甲必须站中间、乙丙必须挨着、丁戊不能挨着、甲乙丙

顺序必须固定⋯⋯约束一个个加进来，硬排就乱了。下面四件“武器”专门对付四类约束。

武器一：特殊元素优先法

How To：先处理受限制的元素，再排其余不受限的元素。

例题 1.10

（特殊元素优先，对抗 M9）6 名同学站成一排，甲既不在最左也不在最右，共有多少种
站法？解：甲受限制，先安排甲：第 1 步：甲站中间 4 个位置之一：4 种；第 2 步：其
余 5 人任意站剩余 5 个位置：A5

5 = 120 种。

N = 4× 120 = 480

答：共有 480种站法。（检验：无限制 720种；甲在最左 120种，甲在最右 120种，720−
240 = 480 ✓）Try It 1.10：5 名同学站成一排，甲不能站排头，共有多少种站法？武器
二：捆绑法（处理“必须相邻”）How To：把必须相邻的元素捆成“一大块”，与其余
元素一起排，再乘块内的排列数。
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例题 1.11

（捆绑法）3 名男生、2 名女生站成一排，要求 2 名女生相邻，共有多少种排法？解：把
2 名女生捆成 1 块：第 1 步：把“女生块”与 3 名男生共 4 个元素排列：A4

4 = 24 种；

第 2 步：块内 2 名女生交换顺序：A2
2 = 2 种。

N = 24× 2 = 48

答：共有 48 种排法。Try It 1.11：4 名男生、2 名女生站成一排，2 名女生相邻，有多
少种排法？武器三：插空法（处理“必须不相邻”）How To：先排其余元素，再把不能
相邻的元素插进空隙（含两端）。

例题 1.12

（插空法）3名男生、2名女生站成一排，要求 2名女生不相邻，共有多少种排法？解：先
排 3 名男生：A3

3 = 6 种，形成 4 个空（含两端）；再把 2 名女生插进这 4 个空中的 2 个：
A2

4 = 4× 3 = 12 种。

N = 6× 12 = 72

答：共有 72 种排法。（对照：无限制 5!= 120 种；相邻 48 种、不相邻 72 种，48+ 72 =

120 ✓——“相邻”与“不相邻”恰好把全部情况一分为二，这也是“不重不漏”分类的
一次实战。）Try It 1.12：3 名男生、3 名女生站成一排，3 名女生不相邻，有多少种排
法？武器四：定序问题（部分元素顺序固定）How To：n 个不同元素全排，其中 k 个

元素的顺序固定 → n!

k!
。

例题 1.13

（定序问题）6 名同学站成一排，其中甲、乙、丙三人的相对顺序固定（比如规定甲在乙
左边、乙在丙左边，三人之间不必相邻），共有多少种站法？解：先不考虑限制：A6

6 =

720 种。在任一排列中，甲、乙、丙三人有 3!= 6 种相对顺序，其中只有 1 种符合“甲
在乙左、乙在丙左”，故

N =
720

3!
=

720

6
= 120

答：共有 120 种站法。Try It 1.13：7 名同学站成一排，甲、乙两人顺序固定（甲在乙
左边），有多少种站法？想一想（对抗 M5）：A、B、C、D、E 5 人排队，其中 A、B、C
三人必须相邻，但 A、B 两人又不能挨在一起。小刚说：“既然必须相邻，就用捆绑法，
把三人捆成一块，块内 3! 种。”这个做法错在哪？（提示：块内三人任意排，A、B 会挨
着吗？要同时满足“A、B、C 相邻”和“A、B 不相邻”，三人块内只能是谁夹在中间？）
——算一算，正确结果是多少？（见章末答案）

Q&A

• 问：定序问题为什么能用“除以 k!”？
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答：全排列里，那 k 个元素的 k! 种相对顺序等可能地出现，每种顺序对应同样多的排列；固
定其中一种，就留下全部排列的

1

k!
。

• 问：捆绑法和插空法能同时用吗？

答：能。多个限制条件依次处理即可，但每一步都要确认“被处理过的条件不会在后面的步
骤里被破坏”——详见本节练习第 4 题与章末的复合限制题。

本节练习（答案见章末）

• 计算：A4
5、A2

7、A2
4。

• 7 名同学站成一排，男生甲不能站排头，共有多少种排法？

• 3 名同学站成一排，其中甲、乙两名同学必须相邻，共有多少种排法？

• 5 名同学站成一排，甲、乙两人不相邻，共有多少种排法？

• 5 名同学站成一排，甲、乙两人顺序固定（甲在乙前），共有多少种排法？

1.3 组合：只管打包

学习目标

• 理解组合与组合数的概念，掌握组合数公式 Cm
n =

n!

m! (n−m)!
；

• 会区分排列与组合，能根据问题正确选择模型；

• 掌握组合数的两个重要性质：Cm
n = Cn−m

n 与 Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1 ；

• 会解决选人组队、分组分配、几何计数等典型问题。

前置复习

• A3
5 =?

• 从 5 人中选 3 人排成一排，有多少种？从 5 人中选 3 人组成一组，有多少种？

• 计算 4× 3

2× 1
。

1.3.1 组合与组合数：顺序不算数的“挑人”

从生活到数学

同样从 5 人里选 3 人：

• 排成名次（冠、亚、季军）：A3
5 = 60 种；
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• 组成一支队伍：每 3 人小组内部有 3!= 6 种排列，在“队伍”视角下全是同一种。

于是队伍数 = 60÷ 6 = 10。这就是组合与排列的关系：先按排列数，再把组内的顺序抹
掉。

组合与组合数

一般地，从 n 个不同元素中取出 m（m ≤ n）个元素组成一组，不计顺序，叫做从 n 个

不同元素中取出 m 个元素的一个组合。所有不同组合的个数，叫做从 n 个不同元素中取出

m 个元素的组合数，记作 Cm
n ：

Cm
n =

Am
n

m!
=

n!

m! (n−m)!

组合数的性质

（1）对称性：Cm
n = Cn−m

n ；（2）杨辉恒等式：Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1 。

例题 1.14

（组合数计算与性质）计算：（1）C2
5；（2）C3

8；（3）利用性质化简并计算 C7
10。解：（1）C2

5 =
5× 4

2!
= 10；（2）C3

8 =
8× 7× 6

3!
=

336

6
= 56；（3）由对称性 C7

10 = C3
10 =

10× 9× 8

3!
=

120。Try It 1.14：计算 C2
6、C2

9、C3
10。

例题 1.15

（排列与组合的辨析，对抗 M4）（1）从 5名同学中选 3名分别担任班长、学习委员、体育
委员，有多少种选法？（2）从 5 名同学中选 3 名参加数学竞赛，有多少种选法？解：（1）
3 个职务不同，谁当什么职务有区别 → 排列：A3

5 = 60 种。（2）3 人参加同一个比赛，
先念到谁无所谓 → 组合：C3

5 =
5× 4× 3

3!
= 10 种。（同一个“选 3 人”，一个 60、一个

10，差的正是职务带来的顺序。判定标尺：换位置后结果变不变。）Try It 1.15：从 6名
同学中选 4 名：(1) 分别担任四个不同的岗位；(2) 组成一个小组。各有多少种选法？想
一想（对抗 M2）：从 5 名同学中选 2 名当代表参加比赛。小明说：“先选 1 人（5 种），
再选 1 人（4 种），共 5× 4 = 20 种。”小华说：“C2

5 = 10 种。”谁对？小明错在哪？（提

示：代表不分先后——“先选甲再选乙”和“先选乙再选甲”是同一种选择，分步把它

数成了 2 次，重复了一倍。）

Q&A

• 问：为什么规定 C0
n = 1、Cn

n = 1？

答：从 n 个元素中“选 0 个”（空组）只有 1 种；“全选”也只有 1 种。这与对称性 C0
n = Cn

n

一致。

• 问：Cm
n 一定是整数吗？
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答：一定。它数的是“组合的个数”，个数当然是整数；公式算出的分数约分后必为整数。

1.3.2 组合的应用：组队、分组、几何计数

从生活到数学

组合数一旦配上条件，就变成概率题里最常用的“数格子”：8 个人选 3 个，含特定的人
有几种？6 个人分成两组，要不要除以 2？十边形有多少条对角线？这一小节把组合的应用练
到“闭眼会分”。

例题 1.16

（组队选人，含特殊人）从 8 名同学中选 3 名参加辩论赛。（1）共有多少种选法？（2）必
须包含队长甲，有多少种选法？（3）不包含甲，有多少种选法？验证（2）（3）之和等于
（1）。解：（1）C3

8 =
8× 7× 6

3!
= 56 种。（2）甲必选，再从其余 7 人中选 2 人：C2

7 = 21

种。（3）甲不选，从其余 7 人中选 3 人：C3
7 = 35 种。验证：21 + 35 = 56 = C3

8 ✓——
“含甲”与“不含甲”是不重不漏的分类，这正是分类加法原理在组合中的应用。Try It

1.16：从 6 名男生、4 名女生中选 3 人参加活动，要求至少 1 名女生，共有多少种选
法？（提示：正面分类有点多，试试“总数 − 全是男生”的补集）

例题 1.17

（分组分配问题，对抗 M6/M10）（1）6名学生分成 3组，每组 2人，共有多少种分法？（2）
6 名学生分给甲、乙、丙三个班，每班 2 人，共有多少种分法？（3）5 名学生分成三组，
人数分别为 2、2、1，共有多少种分法？解：（1）组间无区别（三组都叫“组”，没有名
字）：先分组、再除“组间顺序”：

N =
C2

6C
2
4C

2
2

3!
=

15× 6× 1

6
= 15

（2）组有名字（甲、乙、丙不同）：分步乘即可，无需除重：

N = C2
6C

2
4C

2
2 = 15× 6× 1 = 90

（3）两组 2 人、一组 1 人，只有“2 人组”彼此无区别，只除 2!：

N =
C2

5C
2
3C

1
1

2!
=

10× 3× 1

2
= 15

答：（1）15 种；（2）90 种；（3）15 种。（对照（1）（2）：同样的“每组 2 人”，给三组
贴上“甲、乙、丙”的标签，就多出 3!= 6 倍。“均匀分组”不除重、或“有名字的组”
误除重，是这片最常见的坑。）Try It 1.17：4 名学生分成两组，每组 2 人，共有多少
种分法？若分给两个不同的班级呢？
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例题 1.18

（几何计数）（1）平面上有 10 个点，任意三点不共线，共可确定多少条直线？多少个三
角形？（2）正六边形的对角线共有多少条？解：（1）两点确定一条直线：C2

10 = 45 条；

三点确定一个三角形：C3
10 = 120 个。（2）任意两顶点连线 C2

6 = 15 条，其中 6 条是边，
其余为对角线：

N = C2
6 − 6 = 15− 6 = 9

答：（1）45 条、120 个；（2）9 条。（一般地，正 n 边形有 C2
n − n 条对角线——“总数

减去边数”。）Try It 1.18：正八边形的对角线有多少条？想一想（对抗 M6）：5 名同
学分别去三个不同的场馆做志愿者，每馆至少 1 人，有多少种方案？小明说：“先分成
三组（

C2
5C

2
3C

1
1

2!
= 15），再分给三个场馆（3!= 6），共 90 种。”小红说：“直接每人选场

馆 35 = 243，再减去有空馆的。”谁对？（提示：分组时“2、2、1”已除过 2!，分配时三

组有名字再乘 3!——小明的 90 是对的；小红用容斥也能算，但小明的“先除重、后贴

标签”更直接。）本节练习（答案见章末）

• 计算：C3
7、C2

9、C4
6。

• 从 10名同学中选 4名参加知识竞赛：（1）共有多少种选法？（2）必须包含指定的甲？（3）
甲、乙两人至多选一人？

• 6 名学生分成两组，每组 3 人，共有多少种分法？

• 正七边形有多少条对角线？

• 从 4 名男生、3 名女生中选 3 人，要求男、女生都有，共有多少种选法？

1.4 二项式定理：组合数的“展开舞台”

学习目标

• 理解并掌握二项式定理 (a+ b)n =
∑n

r=0 C
r
na

n−rbr；

• 掌握通项公式 Tr+1 = Cr
na

n−rbr，会求指定项与特定系数；

• 掌握二项式系数的性质：对称性、增减性、各系数和 2n；

• 会用赋值法求系数和。

前置复习

• 展开 (a+ b)2 与 (a+ b)3，数一数各项的系数。

• 计算 C0
4 + C1

4 + C2
4 + C3

4 + C4
4。
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• Cm
n 表示什么？

1.4.1 二项式定理与通项公式：每个系数都是“选位置”

从生活到数学

(a+ b)3 = (a+ b)(a+ b)(a+ b)。展开式的每一项，是从每个括号里各取一项相乘的结果。
比如项 a2b：3 个括号里，有 2 个取 a、1 个取 b。取 b 的那个括号可以是第 1 个、第 2 个或
第 3 个——有 C1

3 = 3 种“选位置”的方式，所以 a2b 的系数是 3。所有系数，都是这么“数”

出来的。

“选位置”示意（(a+ b)3 中项 a2b 的三种来源）

第 1 个括号取 b：b · a · a 第 2 个括号取 b：a · b · a 第 3 个括号取 b：a · a · b

从 3 个括号中选 1 个“取 b”的位置，共 C1
3 = 3 种——项 a2b 的系数就是 3。

二项式定理

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + · · ·+ Cn
nb

n =
n∑

r=0

Cr
na

n−rbr

其中 Cr
n（r = 0, 1, . . . , n）叫做二项式系数。展开式中第 r + 1 项为

Tr+1 = Cr
na

n−rbr (r = 0, 1, . . . , n)

叫做二项展开式的通项。

How To：求指定项 / 指定系数

• 写出通项 Tr+1 = Cr
na

n−rbr（把 a、b 的式子原样代入）；

• 合并同底数幂，写出 x 的指数表达式；

• 令指数等于目标值，解出 r；

• 代回通项，计算系数（别忘了系数里的常数因子）。

例题 1.19

（求指定项）求 (1 + x)6 的展开式，并求展开式中 x3 的系数。解：由二项式定理，

(1 + x)6 =
6∑

r=0

Cr
6x

r = 1 + 6x+ 15x2 + 20x3 + 15x4 + 6x5 + x6

（系数 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1正是杨辉三角第 7行。）其中 x3 的系数为 C3
6 = 20。Try It 1.19：

求 (1 + x)5 的展开式中 x2 的系数。
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例题 1.20

（通项求指定项，对抗 M7）求
(
2x− 1

x

)6

展开式中的常数项。解：通项 Tr+1 =

Cr
6(2x)

6−r

(
−1

x

)r

= Cr
6 · 26−r · (−1)r · x6−r · x−r = Cr

6 · 26−r · (−1)r · x6−2r。常数项

要求 x 的指数为 0：6− 2r = 0，得 r = 3。

T4 = C3
6 · 23 · (−1)3 = 20× 8× (−1) = −160

答：常数项为 −160。（注意：常数项是第 4 项——用 r = 3，不是 r = 4，正是通项下标

陷阱。）Try It 1.20：求
(
x+

1

x

)6

展开式中的常数项。

例题 1.21

（求特定系数，对抗 M8）求 (2x + 3y)6 展开式中 x3y3 的系数。解：通项 Tr+1 =

Cr
6(2x)

6−r(3y)r = Cr
6 · 26−r · 3r · x6−ryr。令 x、y 的指数相等且均为 3：6 − r = 3 且

r = 3，得 r = 3。系数 = C3
6 · 23 · 33 = 20× 8× 27 = 4320。答：x3y3 的系数为 4320。（若

只写 C3
6 = 20，就漏掉了 23 · 33 这两个“藏在底数里的系数”。）Try It 1.21：求 (1 −

2x)7 展开式中 x3 的系数。想一想：(a + b)n 展开式一共有 n + 1 项还是 n 项？第 1 项
对应 r 等于几？（提示：r 从 0 到 n，共 n+ 1 项；第 1 项 r = 0。）

1.4.2 二项式系数的性质：杨辉三角与赋值法

从生活到数学

把 (a+ b)n 的系数按 n = 0, 1, 2, . . . 排成三角形，就是杨辉三角：每行两端是 1，中间的

每个数等于它“左肩 + 右肩”之和——这正是恒等式 Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1 。这个三角藏着二

项式系数的全部脾气。

杨辉三角前 7 行（每行两端为 1，中间数 = 左肩 + 右肩）

n=0：1 n=1：1 1 n=2：1 2 1 n=3：1 3 3 1 n=4：1 4 6 4 1 n=5：1 5 10 10 5 1 n=6：1 6
15 20 15 6 1

从第 3行起，中间的每个数都等于它上一行“左肩 +右肩”之和，例如 10 = 4+6、15 =

5 + 10——这正是组合恒等式 Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1 的直观来源。

二项式系数的性质

（1）对称性：Cr
n = Cn−r

n （杨辉三角左右对称）；（2）增减与最大：二项式系数先增后减；
n 为偶数时，中间一项 C

n/2
n 最大；n 为奇数时，中间两项 C

(n−1)/2
n 、C

(n+1)/2
n 并列最大；（3）

各二项式系数之和：C0
n+C1

n+ · · ·+Cn
n = 2n；（4）奇数项系数和 =偶数项系数和 = 2n−1（由

赋值法得出）。

性质（3）的证明：在 (1 + x)n =
∑n

r=0 C
r
nx

r 中令 x = 1，得

2n = (1 + 1)n = C0
n + C1

n + · · ·+ Cn
n
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故各二项式系数之和为 2n。■

例题 1.22

（系数之和，赋值法）（1）求 (1 + 2x)7 展开式中各项的系数和；（2）求 (1 + 2x)7 展开

式中各项的二项式系数和。解：（1）令 x = 1：(1 + 2)7 = 37 = 2187，即各项系数和为

2187。（2）二项式系数和与底数里的 2 无关：27 = 128。（对比：一个 2187、一个 128

——“系数和”里要令 x = 1，“二项式系数和”固定是 2n。）Try It 1.22：求 (1− 3x)6

展开式中各项系数和。

例题 1.23

（最大项，对抗 M12）（1）(1 + x)8 展开式中二项式系数最大的项是什么？（2）(1 + 2x)8

展开式中系数最大的项是什么？解：（1）n = 8 为偶数，中间一项二项式系数最大：T5 =

C4
8x

4 = 70x4。（2）设第 r + 1 项系数为 ar = Cr
8 · 2r，考察相邻项之比：

ar+1

ar
=

Cr+1
8 2r+1

Cr
82

r
=

8− r

r + 1
· 2

当
8− r

r + 1
· 2 > 1，即 r < 5 时系数递增；r ≥ 5 时递减。比较 r = 4 与 r = 5：a4 = C4

8 ·
24 = 70× 16 = 1120，a5 = C5

8 · 25 = 56× 32 = 1792。故系数最大的项为 a5 = 1792，即

T6 = 1792x5。（同样是 n = 8：二项式系数最大在 T5，系数最大却在 T6——“二项式系
数”与“系数”是两码事，别混。）Try It 1.23：(1 + x)9 展开式中二项式系数最大的项

有几项？想一想（对抗 M12）：(1 + 2x)n 展开式中系数最大的项一定在正中间吗？观察

例题 1.23（2）：n = 8 时最大系数落在 T6，不在正中间的 T5——因为 2r 把峰值“往右

推”了。若要确定 (1 + kx)n 的系数最大项，最稳妥的做法是什么？（提示：比较相邻项

系数比
ar+1

ar
与 1 的大小，找到峰值。）

Q&A

• 问：(a+ b)n 中“二项式系数”与“某项的系数”到底怎么区分？

答：二项式系数是 Cr
n，由 n、r 决定，与 a、b 具体是什么无关；某项的系数是展开后该项完

整的数字系数，可能含 a、b 里自带的常数因子。求“系数最大项”时讨论的是后者。

• 问：赋值法求系数和时，什么情况下要取 x = −1？

答：求“奇数项系数和 = 偶数项系数和”或它们的差时取 x = −1——因为 (−1)r 正负交替，

正好把奇偶项分开。

本节练习（答案见章末）

• 求 (1 + x)7 展开式中 x2 的系数。
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• 求
(
x− 2

x

)5

展开式的常数项（如果存在的话）。

• 求
(
x2 +

1

x

)9

展开式中 x9 的系数。

• 求 (1− x)8 展开式中各项系数和。

• 求 (1 + x)10 展开式中二项式系数最大的项。

本章回顾

概念地图

·计数原理·分类加法计数原理：N = m1 +m2 + · · ·+mk（“要么⋯要么⋯”，分类要不
重不漏）·分步乘法计数原理：N = m1 ×m2 × · · · × mk（“先⋯再⋯”，分步要层层独立）·

判定标尺：选完这项，事情完成了吗？完成 → 加；未完成 → 乘·排列 Am
n =

n!

(n−m)!
：有

顺序的挑人（换位置结果变）·组合 Cm
n =

n!

m! (n−m)!
：只打包不排序（换位置不变）·组合

= 排列 ÷ 组内全排列：Cm
n =

Am
n

m!
·组合数性质：Cm

n = Cn−m
n ；Cm

n + Cm+1
n = Cm+1

n+1 ·常用

方法：特殊元素优先·捆绑（相邻）·插空（不相邻）·定序除以 k! ·均匀分组除重·二项式

定理：(a+ b)n =
∑n

r=0 C
r
na

n−rbr，通项 Tr+1 = Cr
na

n−rbr ·二项式系数性质：对称·中间最大

（n 奇偶分论）·系数和 = 2n ·奇数位和 = 偶数位和 = 2n−1

关键公式速查

内容 公式

分类加法 N = m1 +m2 + · · ·+mk

分步乘法 N = m1 ×m2 × · · · ×mk

排列数 Am
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!

全排列 An
n = n!，规定 0!= 1

组合数 Cm
n =

n!

m! (n−m)!

组合性质 Cm
n = Cn−m

n ，Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1

子集个数 n 元集合的子集有 2n 个
二项式定理 (a+ b)n =

∑n
r=0 C

r
na

n−rbr

通项 Tr+1 = Cr
na

n−rbr（下标 r + 1）
系数和 各项系数和：令 x = 1；二项式系数和：2n

分层练习

A 基础层

• 书架上有 5 本不同的数学书、6 本不同的语文书。任取 1 本，有多少种取法？各取 1 本
呢？

• 计算：A3
6、C4

7、C2
10。

第 16页



• 用 1，2，3，4四个数字可以组成多少个无重复数字的四位数？其中末位是 4的有多少个？

• 4 名同学站成一排，甲必须站排头，有多少种站法？

• 从 6 名同学中选 2 名参加比赛，有多少种选法？

• 求 (1 + x)5 的展开式中 x3 的系数。

• 求 (2− x)5 展开式中各项系数和。

B 应用层

• 5 名男生、4 名女生站成一排，4 名女生必须相邻，有多少种排法？

• 从 6 名男生、5 名女生中选 5 人，要求至少 3 名女生，有多少种选法？

• 求
(
x2 +

1

x

)6

展开式的常数项。

• 用 0，1，2，3，4 组成无重复数字的五位数，其中偶数有多少个？（提示：末位为 0、2、
4 分三类，且首位不能为 0）

C 拓展层

• 6 名学生分成三组，一组 1 人、一组 2 人、一组 3 人，共有多少种分法？若分别去三个
不同的社区呢？

• 求 (1 + x)(1 + 2x)6 展开式中 x3 的系数。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 1.1：4 + 3 + 2 = 9 种。

• 1.2：含 1 的有 C1
4 = 4 种，不含 1 的有 C2

4 = 6 种，4 + 6 = 10 = C2
5，不重不漏 ✓。

• 1.3：3× 4× 2 = 24 种。

• 1.4：每一位 3 种，3× 3× 3 = 27 个。

• 1.5：分类：“直达”3 种，“经 B”2× 3 = 6 种，共 9 种。

• 1.6：25 = 32 个。

• 1.7：3× 2× 2 = 12 种。

• 1.8：A3
7 = 7× 6× 5 = 210；A2

8 = 8× 7 = 56；A3
3 = 3!= 6。
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• 1.9：两人捆成块：块与其余 3 人共 4 个元素全排 4!= 24，块内 2!= 2，共 48 种。

• 1.10：甲不排头：甲先占非排头的 4 个位置（4 种），其余 4 人全排 4!= 24，共 4× 24 =

96 种（或用补集 5!−4!= 120− 24 = 96）。

• 1.11：2 女捆块：块与 4 男共 5 个元素全排 5!= 120，块内 2!= 2，共 240 种。

• 1.12：先排 3 男 3!= 6，形成 4 空插 3 女 A3
4 = 24，共 6× 24 = 144 种。

• 1.13：7!

2!
=

5040

2
= 2520 种。

• 1.14：C2
6 = 15，C2

9 = 36，C3
10 = 120。

• 1.15：(1) A4
6 = 6× 5× 4× 3 = 360；(2) C4

6 = C2
6 = 15。

• 1.16：补集：总数 C3
10 = 120，全男生 C3

6 = 20，120− 20 = 100 种。

• 1.17：C2
4C

2
2

2!
=

6× 1

2
= 3 种；分给两个班级：C2

4C
2
2 = 6 种。

• 1.18：C2
8 − 8 = 28− 8 = 20 条。

• 1.19：C2
5 = 10。

• 1.20：通项 Cr
6x

6−2r，常数项 6− 2r = 0 → r = 3，C3
6 = 20。

• 1.21：T4 = C3
7 · 14 · (−2x)3 = 35× (−8) = −280。

• 1.22：令 x = 1：(1− 3)6 = (−2)6 = 64。

• 1.23：n = 9 为奇数，中间两项 C4
9、C5

9 并列最大，共 2 项。

各节练习答案

• 1.1 节：1. 4 + 3+ 2 = 9 种。2. 3× 4× 2 = 24 种。3. 首位不能为 0，有 4 种；其余 4 位
全排 4!= 24，共 4× 24 = 96 个。4. 分类：直达 2 种；经乙地 4× 3 = 12 种；共 14 种。

5. 2n = 128 = 27 → n = 7 个元素。

• 1.2 节：1. A4
5 = 120，A2

7 = 42，A2
4 = 12。2. 甲先占非排头的 6 个位置（6 种），其余 6

人全排 6!= 720，共 6× 720 = 4320 种。3. 甲、乙捆块：块与丙共 2 个元素全排 2!= 2，

块内 2!= 2，共 4 种。4. 补集：5!−2 × 4!= 120 − 48 = 72 种（或插空：先排其余 3 人
3!= 6，4 空插 2 人 A2

4 = 12，共 72 种）。5. 5!

2!
= 60 种。

• 1.3 节：1. C3
7 = 35，C2

9 = 36，C4
6 = C2

6 = 15。2.（1）C4
10 = 210；（2）C3

9 = 84；（3）
甲、乙至多选一人 = 都不选 C4

8 = 70，或恰选 1 人 C1
2C

3
8 = 2× 56 = 112，共 70+ 112 =

182（或总数减去两人都选：210−C2
8 = 210− 28 = 182）。3. C3

6C
3
3

2!
=

20× 1

2
= 10 种。4.

C2
7 − 7 = 21− 7 = 14 条。5. 男女生都有 = 总数 C3

7 = 35 减去全男 C3
4 = 4、全女 C3

3 =

1：35− 5 = 30 种（或 1 男 2 女 C1
4C

2
3 = 12，2 男 1 女 C2

4C
1
3 = 18，共 30）。
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• 1.4 节：1. C2
7 = 21。2. 通项 Tr+1 = Cr

5x
5−r · (−2)rx−r = Cr

5(−2)rx5−2r；令 5 − 2r = 0，

r = 2.5 不是整数 → 常数项不存在。3. 通项 Cr
9x

18−2rx−r = Cr
9x

18−3r，令 18− 3r = 9 →
r = 3，C3

9 = 84。4. 令 x = 1：(1− 1)8 = 0。5. n = 10 为偶数，中间一项 C5
10x

5 = 252x5。

分层练习答案

A1：任取 1 本：5 + 6 = 11 种；各取 1 本：5× 6 = 30 种。

A2：A3
6 = 6× 5× 4 = 120；C4

7 = C3
7 = 35；C2

10 = 45。

A3：4!= 24 个；末位是 4：其余 3 位全排 3!= 6 个。

A4：甲固定排头，其余 3 人全排：3!= 6 种。

A5：C2
6 = 15 种。

A6：C3
5 = 10。

A7：令 x = 1：(2− 1)5 = 1。

B8：4 女捆成块，块与 5 男共 6 个元素全排 6!= 720，块内 4!= 24，共 720× 24 = 17280 种。

B9：至少 3 女分三类：3 女 2 男 C3
5C

2
6 = 10× 15 = 150；4 女 1 男 C4

5C
1
6 = 5× 6 = 30；5 女

C5
5 = 1；共 150 + 30 + 1 = 181 种。

B10：通项 Cr
6x

12−2rx−r = Cr
6x

12−3r，令 12− 3r = 0 → r = 4，C4
6 = C2

6 = 15。

B11：分三类：末位 0：其余 4 位全排 4!= 24；末位 2：首位不能为 0，有 3 种（1、3、4），
中间 3 位 3!= 6，共 3 × 6 = 18；末位 4：同理 18；共 24 + 18 + 18 = 60 个。（检验：总数

4× 4!= 96，奇数末位 1 或 3 各 18 个共 36，96− 36 = 60 ✓）

C12：三组人数 1、2、3 互不相同，组与组可区分，无需除重：C1
6C

2
5C

3
3 = 6× 10× 1 = 60 种；

分给三个不同社区：60× 3!= 360 种。

C13：x3 的系数来自两项之和：1× C3
6 · 23 + 1× C2

6 · 22 = 20× 8 + 15× 4 = 160 + 60 = 220。

想一想（对抗）答案

• 想一想（对抗 M1）：小明对。先选 2 人（C2
5 = 10）这一步只完成了“选候选”，还没完

成“谁正谁副”，所以 10 不是最后答案；再接任命 2 种，10× 2 = 20 与小明的 5× 4 =

20 一致。“选 2 人”不是完成，必须再分一步。

• 想一想（对抗 M2）：小华对。代表不分先后，“先甲后乙”与“先乙后甲”是同一种，分
步把它数成 2 次，重复一倍：20÷ 2 = 10 = C2

5。

• 想一想（对抗 M3）：漏掉了“首位为 0”这种不可能的情况——0 不能做首位，所以首
位只能是 1、2、3，他的 3 类分类其实是正确的（没有“首位为 0 的四位数”存在）；真
正要防的坑是：有人把分类写成“首位为 0、1、2、3”四类再直接相加，那就把不存在
的“首位为 0”也数进去了。本题正确做法：首位 3 种（1、2、3），其余 3 位 3!= 6，共

3× 6 = 18 个。
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• 想一想（对抗 M5）：小刚错。块内 3!= 6 种中，有 4 种让 A、B 挨在一起（如 A B C、
B A C、C A B、C B A），违背“A、B 不相邻”。三人相邻且 A、B 不相邻 → 只能 C 夹
在中间：A C B 或 B C A，块内 2 种；块与 D、E 共 3 个对象全排 3!= 6。共 2× 6 =

12 种。（若误用 3! 会算出 36，多出的 24 种都是 A、B 挨着的。）

• 想一想（对抗 M6）：小明对。先分组 C2
5C

2
3C

1
1

2!
= 15（两组 2 人无区别所以除 2!），再分

给 3 个有名字的场馆 ×3!= 90。

• 想一想（对抗 M12）：不一定在正中间。2r 会把系数峰值往右推。最稳妥：比较相邻项

系数比
ar+1

ar
=

n− r

r + 1
· k 与 1 的大小，找到递增转递减的位置。
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第二章 怎么用数字度量“运气”：概率

章首情境

2.1 随机事件与古典概型：给“可能”排队编号

学习目标

• 理解样本空间、样本点、随机事件的概念，会用集合语言表示事件；

• 理解并掌握互斥事件与对立事件的关系及概率性质；

• 掌握古典概型的两个前提与公式 P (A) =
n(A)

n(Ω)
，会求古典概型概率。

前置复习（Be Prepared）

• 掷一枚骰子，点数“大于 4”的结果有哪几个？

• 用 1，2，3，4 四个数字能组成多少个无重复数字的四位数？

• 袋中有 2 红 3 蓝共 5 个球，任取 2 个球有几种取法？

2.1.1 样本空间与随机事件

从生活到数学

“掷骰子”是一次随机试验——结果不止一个，且事先不能确定。把所有可能的结果摆出
来：1, 2, 3, 4, 5, 6 点。这 6 个结果组成一个集合，叫样本空间；其中每一个结果叫一个样本
点。“点数大于 4”这个事件，就是样本空间的一个子集 {5, 6}。

样本空间与随机事件

在相同条件下可重复进行、结果具有随机性的试验叫做随机试验。把随机试验的每一个
可能结果称为样本点，全体样本点的集合称为样本空间，通常记作 Ω。样本空间 Ω 的任意子
集称为随机事件，简称事件（事件一般用大写字母 A,B,C, . . . 表示）；只含一个样本点的事

件叫基本事件。Ω 本身（必然发生）叫必然事件，∅（不可能发生）叫不可能事件。
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例题 2.1

（样本空间与事件）同时掷两枚质地均匀的硬币，写出这个试验的样本空间，并用集合表

示事件 A：“恰好一枚正面”。解：用“正、反”记录每枚硬币，样本点用有序数对表示：

Ω = {(正, 正), (正, 反), (反, 正), (反, 反)}

共 4 个样本点。事件 A = {(正, 反), (反, 正)}。（注意：两枚硬币是两枚不同的硬币，
(正, 反) 与 (反, 正) 是两个不同的样本点。）Try It 2.1：掷一颗骰子，用集合表示事件
“点数为奇数”与事件“点数大于 4”，并写出它们的交集与并集。

Q&A

• 问：样本空间和事件都用集合表示，为什么？

答：因为集合的交、并、补运算正好对应“同时发生”“至少一个发生”“不发生”——把概
率问题翻译成集合问题，就有一套现成的语言和运算规则。

2.1.2 事件的关系与运算

从生活到数学

事件既然可以看成集合，集合的交、并、补自然搬到事件上。抽签抽到“1 号”和“2 号”
不能同时发生（互斥）；“抽到偶数”和“抽到奇数”互为补集（对立）。这一小节把事件之间

的关系一次理清。

事件的关系与运算

• 并事件：A ∪ B（A 发生或 B 发生）；

• 交事件：A ∩ B（A 与 B 同时发生）；

• 互斥事件：A ∩ B = ∅（不能同时发生）；

• 对立事件：Ā（A 不发生，即 Ω \ A）。

概率的基本性质

（1）0 ≤ P (A) ≤ 1；P (Ω) = 1，P (∅) = 0；（2）若 A、B 互斥，则 P (A ∪ B) = P (A) +

P (B)；（3）一般地，P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B)；（4）对立事件：P (Ā) = 1−P (A)。

例题 2.2

（事件关系与概率性质）掷一颗骰子，设 A = “点数为偶数”，B = “点数大于 3”。（1）
写出 A ∪B 与 A ∩B；（2）求 P (A ∪B)。解：Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，A = {2, 4, 6}，B =

{4, 5, 6}。（1）A∪B = {2, 4, 5, 6}，A∩B = {4, 6}。（2）A与 B 不互斥（A∩B = {4, 6} ̸=
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∅），必须用一般公式：

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B) =
3

6
+

3

6
− 2

6
=

4

6
=

2

3

答：P (A ∪ B) =
2

3
。（若误用互斥加法 P (A) + P (B) = 1，就把 {4, 6} 这两个“同时满

足”的样本点数了两次。）Try It 2.2：掷一颗骰子，A = “点数小于 3”，B = “点数
为奇数”。判断 A 与 B 是否互斥？并求 P (A ∪ B)。

样本空间与事件的 Venn 示意（两圆相交图见排版稿，此处用表格说明）

掷骰子时 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，设 A =点数为偶数 = {2, 4, 6}，B =点数大于 3 = {4, 5, 6}：

关系 集合表示 掷骰子示例 概率公式

并事件 A ∪B {2, 4, 5, 6} P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

交事件 A ∩B {4, 6} 两个事件同时发生
互斥 A ∩B = ∅ {1} 与 {2} P (A ∪B) = P (A) + P (B)

对立 Ā A = {1, 3, 5}，Ā = {2, 4, 6} P (Ā) = 1− P (A)

若画 Venn 图：样本空间 Ω 是一个大矩形（或大圆），事件 A、B 是两个圆。两圆相交表
示 A ∩ B ̸= ∅（不互斥）；两圆不相交表示互斥；一个圆占满整个空间、另一个是它的补集，
表示对立。

2.1.3 古典概型：等可能的格子怎么数

从生活到数学

掷骰子，6 个面质地均匀，“1 点”和“6 点”出现的可能性一样大。这种“结果有限、每
个结果等可能”的试验，概率就是“数格子”：想要的事件占几个格子，除以总共有几个格子。

古典概型

如果随机试验满足：(1) 样本空间中只有有限个样本点；(2) 每个样本点出现的可能性相
等，那么该试验为古典概型。事件 A 的概率为

P (A) =
n(A)

n(Ω)

其中 n(Ω) 为样本点总数，n(A) 为事件 A 所含样本点个数。

How To：求古典概型概率

• 确认试验满足“有限 + 等可能”；

• 用计数原理数出样本点总数 n(Ω)（有序对、排列、组合，按需选用）；

• 数出事件所含样本点个数 n(A)；

• 相除并约分。
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例题 2.3

（掷骰子，对抗 M1——等可能前提）同时掷两枚质地均匀的骰子，求点数之和为 3 的概

率。解：用有序数对 (a, b) 表示结果（a 为第一枚点数，b 为第二枚），共有 6 × 6 = 36

个样本点，且等可能。和为 3 的样本点：(1, 2)、(2, 1)，共 2 个。

P =
2

36
=

1

18

答：点数之和为 3 的概率为
1

18
。（若把样本空间写成“无序的和”{1, 2} 一种，得到 1

21
——那是不等可能的计数：(1, 2) 与 (2, 1) 是两枚不同骰子的两个结果。古典概型的等可

能，必须对样本点而言。）Try It 2.3：同时掷两枚骰子，求点数之和为 7 的概率。（提

示：和为 7 的有 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1) 共 6 个）

例题 2.4

（摸球，组合计数）袋中有 3个红球、2个蓝球，大小质地完全相同。任取 2个球，求“恰
好 1 个红球”的概率。解：取球不看顺序，样本点总数 n(Ω) = C2

5 = 10。“恰 1 红”= 1
红 1 蓝：n(A) = C1

3 · C1
2 = 6。

P =
6

10
=

3

5

答：恰好 1个红球的概率为 3

5
。Try It 2.4：接例题 2.4，求“至少 1个红球”的概率。（提

示：补集——“一个红球都没有”即两个都是蓝球）

例题 2.5

（“至少一个”转补集，对抗 M4）某射手每次射击命中率均为 0.6，各次射击相互独立。

连射 4 次，求“至少命中 1 次”的概率。解：正面枚举“中 1 次、2 次、3 次、4 次”很
繁琐，转反面：“一次都没中”。每次脱靶概率 1− 0.6 = 0.4，4 次都脱靶：0.44。

P (至少中 1 次) = 1− 0.44 = 1− 0.0256 = 0.9744

答：至少命中 1 次的概率为 0.9744。（这是“至少一个”问题的万能钥匙：先算“一个都
没有”，再用 1 减去。本题若正面枚举 4 种情况，极易漏算。）Try It 2.5：掷一枚骰子
3 次，求“至少出现一次 6 点”的概率。

例题 2.6

（排队型，排列计数）4 名同学站成一排，求甲站最左端的概率。解：4 人全排 n(Ω) =

4!= 24，等可能。甲在最左端：其余 3 人任意排，n(A) = 3!= 6。

P =
6

24
=

1

4

答：甲站最左端的概率为
1

4
。Try It 2.6：5名同学站成一排，求甲、乙两人相邻的概率。

想一想：两枚骰子“点数之和”有 2 ∼ 12 共 11 种结果。有人说“点数之和为 7 的概率
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是
1

11
”，错在哪里？（提示：这 11 种结果不等可能——和为 7 有 6 个样本点，和为 2 只

有 1 个。“等可能”是对样本点而言的，不是对“和的值”而言的。）本节练习（答案见
章末）

• 抛一枚硬币 2 次，写出样本空间；求“恰好一次正面”的概率。

• 从 1，2，3，4 中任取 2 个不同的数，求“取出的两数之和为偶数”的概率。

• 袋中 4 个白球、3 个红球，任取 2 球，求“至少 1 个白球”的概率。

• 掷两枚骰子，求点数之积为偶数的概率。

• 在 1 到 100 的整数中任取 1 个，求“它能被 3 整除”的概率。

2.2 条件概率与全概率：信息来了，空间缩了

学习目标

• 理解条件概率的概念，掌握 P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
；

• 理解乘法公式 P (A ∩ B) = P (A)P (B|A)；

• 掌握全概率公式，会求“先分来源、再求和”的概率；

• 了解贝叶斯公式的“由果溯因”思想。

前置复习

• 掷一枚骰子，点数为奇数的概率是多少？

• 若已知掷出的点数为奇数，则“点数为 3”的概率是多少？（提示：样本空间已缩小为
{1, 3, 5}）

• 袋中 2 红 3 蓝，不放回连取 2 球，两次都取到红球的概率是多少？

2.2.1 条件概率：在缩小的样本空间里重新数

从生活到数学

袋中有 2 红 3 蓝共 5 个球，不放回连取两个。取完后有人告诉你：“第一个球是红的。”
此时第二个球是红的概率是多少？——如果不知道这个信息，第二个球是红的概率是

2

5
；但

知道第一个是红的后，箱子里只剩 1 红 3 蓝，概率变成 1

4
。信息改变了概率。这个“已知 A

发生，求 B 的概率”，就是条件概率。
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条件概率

一般地，在事件 A 发生的条件下，事件 B 发生的概率称为条件概率，记作 P (B|A)（其
中 P (A) > 0）：

P (B|A) = P (A ∩ B)

P (A)

在古典概型下，等价地有

P (B|A) = n(A ∩B)

n(A)

How To：求条件概率

• 明确条件 A：样本空间缩成 A；

• 数“在 A 里，B 也发生”的部分：n(A ∩B) 或 P (A ∩ B)；

• 除以 A 的总量：n(A) 或 P (A)。

条件概率“缩空间”示意（2 红 3 蓝共 5 球，不放回连取 2 个）

场景 样本空间 第二次取到红球的概率

未知信息 Ω（5 个球） P (B) =
2

5

已知首球为红 缩为 A（剩 1 红 3 蓝，4 个球） P (B | A) =
1

4

信息一来，样本空间从 Ω缩小到 A——分子、分母同步在 A里数，这就是条件概率的本

质。

例题 2.7

（条件概率，对抗 M2/M12）袋中有 3 个红球、2 个蓝球，不放回地依次摸出 2 个球。已
知第一次摸到红球，求第二次也摸到红球的概率。解：方法一（缩空间）：已知第一次是
红球，袋中剩 2 红 2 蓝共 4 球，

P (二红 |首红) =
2

4
=

1

2

方法二（公式）：设 A = “首次红”，A ∩ B = “两次都红”。P (A) =
3

5
，P (A ∩ B) =

3

5
× 2

4
=

3

10
，

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
=

3/10

3/5
=

1

2

答：第二次也摸到红球的概率为
1

2
。（两种方法结果一致。分子用的是“两次都红”P (A∩

B) =
3

10
，而不是“第二次红”P (B) =

3

5
——后者忽略了“第一次必须是红球”这个前

提。）Try It 2.7：接例题 2.7，若已知第一次摸到蓝球，求第二次摸到红球的概率。
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例题 2.8

（公式运用，对抗 M7）已知 P (A) = 0.4，P (A ∩ B) = 0.1，P (B) = 0.2。求 P (B|A) 与
P (A|B)，并比较二者。解：

P (B|A) = P (A ∩ B)

P (A)
=

0.1

0.4
= 0.25, P (A|B) =

P (A ∩ B)

P (B)
=

0.1

0.2
= 0.5

答：P (B|A) = 0.25，P (A|B) = 0.5。（P (B|A) 与 P (A|B) 是两个不同的数——条件不
同，分母就不同。把 P (B|A) 与 P (A ∩B) 混用，是最容易犯的错。）Try It 2.8：已知
P (A) = 0.3，P (B) = 0.5，P (A ∪B) = 0.6。求 P (A ∩ B) 与 P (B|A)。

Q&A

• 问：P (B|A) 和 P (A ∩ B) 到底有什么区别？

答：P (A∩B) 是在整个样本空间里问“A、B 同时发生”占多大比例；P (B|A) 是把样本空间

缩到 A 后，再问“B 还占多大比例”。数值上 P (B|A) = P (A ∩ B)

P (A)
，一般两者不相等。

• 问：为什么“已知 A 发生”这个信息会改变概率？

答：因为样本空间变了。好比全班 40人，随机抽 1人是女生概率 20

40
；但若已知抽到的是“篮

球队成员”（篮球队恰好全是女生），概率立刻变成 1——信息缩小了备选范围。

2.2.2 全概率公式与贝叶斯公式：先分来源，再求和

从生活到数学

某商场出售一种商品，70% 来自甲厂（次品率 1%），30% 来自乙厂（次品率 3%）。你随
手拿一件，它是不是次品？——它可能来自甲厂，也可能来自乙厂，两个来源的“次品率”还

不一样。这时不能只看某个厂，而要把两个来源各自算一遍再加起来。这就是全概率公式的
思路：“先按来源分类，类内相乘、类间相加”——它正是计数章“分类加法”在概率世界的

投影。

全概率公式

设 A1, A2, . . . , An 是样本空间 Ω 的一个完备事件组（两两互斥，且 A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An =

Ω），则对任一事件 B：

P (B) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + · · ·+ P (An)P (B|An)

贝叶斯公式

在同样的条件下，若已知 B 已经发生，求“它来自 Ai”的概率：

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)

P (A1)P (B|A1) + · · ·+ P (An)P (B|An)

全概率公式树形图（例题 2.9 的场景：先分来源，类内相乘、类间相加）
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• 来源（完备事件组）

• A1 甲厂（0.7）

• 次品 B | A1（0.01）：0.7 × 0.01 = 0.007

• 合格（0.99）

• A2 乙厂（0.3）

• 次品 B | A2（0.03）：0.3 × 0.03 = 0.009

• 合格（0.97）

P(B) = 0.007 + 0.009 = 0.016（两条“次品”分支相加，任何一条都不能漏）

例题 2.9

（全概率公式，对抗 M8）某产品由甲、乙两家工厂供应：甲厂供货占 70%，次品率 1%；

乙厂供货占 30%，次品率 3%。现从中任取一件，求它是次品的概率。解：设 A1 =“来
自甲厂”，A2 = “来自乙厂”，B = “次品”。A1、A2 两两互斥且并集为 Ω，构成完备

事件组。

P (B) = P (A1)P (B|A1)+P (A2)P (B|A2) = 0.7×0.01+0.3×0.03 = 0.007+0.009 = 0.016

答：任取一件是次品的概率为 0.016，即 1.6%。（若漏掉乙厂这一项，会得到 0.007——

明显偏小。完备事件组的每一项都不能漏。）Try It 2.9：某地区有甲、乙两个气象站：
甲站预报准确的概率为 0.8，该地区 60% 的预报由甲站作出；乙站预报准确概率为 0.9。

随机调取该地区一条预报记录，求它预报准确的概率。

例题 2.10

（贝叶斯公式，由果溯因）接例题 2.9：若任取一件发现它是次品，求它来自甲厂的概率。
解：用贝叶斯公式：

P (A1|B) =
P (A1)P (B|A1)

P (B)
=

0.7× 0.01

0.016
=

0.007

0.016
=

7

16

答：次品来自甲厂的概率为
7

16
≈ 0.4375。（直觉检验：甲厂供货多（70%）但次品率低

（1%），乙厂供货少但次品率高（3%）——所以已知是次品时，它来自乙厂的概率
9

16
其

实并不低。贝叶斯公式把“先验信息”和“新证据”合在了一起。）Try It 2.10：接例
题 2.10，若任取一件发现它是次品，求它来自乙厂的概率。（提示：可用 1 − P (A1|B)，

也可直接用贝叶斯公式）想一想：抽签公平性。3 人依次抽签（不放回），只有 1 个中奖
签。第 1 人抽中的概率是 1

3
。用全概率公式算一算第 2 人抽中的概率，并说说“抽签为

什么公平”。本节练习（答案见章末）
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• 袋中 2白 3黑共 5个球，不放回连取 2球。已知第一个是白球，求第二个是黑球的概率。

• 已知 P (A) = 0.5，P (A ∩B) = 0.2，求 P (B|A)。

• 某厂有两台机床：甲机床加工了 60%的零件，次品率 2%；乙机床加工 40%，次品率 4%。

从中任取一件，求它是次品的概率。

• 接第 3 题：若取出的零件是次品，求它由甲机床加工的概率。

• 把一枚硬币连抛 3 次。已知三次中至少有一次正面，求“恰好两次正面”的概率。（提示：
条件概率——在“至少一次正面”这个条件下）

2.3 事件的独立性与二项分布：互不干扰的重复

学习目标

• 理解事件相互独立的概念与判据 P (A ∩ B) = P (A)P (B)；

• 能区分“独立”与“互斥”，知道二者不可兼得；

• 理解独立重复试验，掌握二项分布 P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k；

• 会求二项分布的概率及“至少一次”型问题。

前置复习

• 掷一颗骰子，“点数小于 3”与“点数为偶数”能同时发生吗？

• P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) 中，P (A ∩ B) 表示什么？

• 抛 3 次硬币，恰好 2 次正面有哪几种情况？

2.3.1 事件的相互独立性：信息不干扰

从生活到数学

甲、乙两人独立射击同一目标，命中率分别是 0.8、0.7。甲中不中，不影响乙中不中——

这就是“独立”。可“互斥”呢？“甲中”和“乙中”其实可以同时发生，它们根本不互斥。独
立与互斥，是两套完全不同的说法。

事件的相互独立性

如果事件 A 的发生不影响事件 B 发生的概率，即 P (B|A) = P (B)，则称事件 A 与 B

相互独立。等价地：
A 与 B 独立 ⇐⇒ P (A ∩ B) = P (A)P (B)

How To：判断两个事件是否独立
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• 观察背景：放回抽样、独立试验、互不干扰的环节——通常独立；

• 或验证等式：算 P (A ∩ B) 与 P (A)P (B)，相等则独立；

• 不放回抽样不独立（第二次的概率随第一次变化）。

例题 2.11

（独立 vs 互斥辨析，对抗 M3/M9）掷一颗骰子，设 A =“点数为奇数”，B =“点数为
偶数”。判断 A 与 B 是否互斥？是否独立？解：A = {1, 3, 5}，B = {2, 4, 6}，A ∩ B =

∅ → 互斥。P (A) =
1

2
，P (B) =

1

2
，P (A)P (B) =

1

4
，而 P (A ∩ B) = 0 ̸= 1

4
→ 不独立。

答：A 与 B 互斥但不独立。（“一个数不可能既是奇数又是偶数”是互斥；但独立要的是

概率等式成立——这里 P (A ∩ B) 与 P (A)P (B) 差了
1

4
，天壤之别。）Try It 2.11：掷

一颗骰子，A = “点数为奇数”，B = “点数大于 4”。判断 A 与 B 是否独立。（提示：

A = {1, 3, 5}，B = {5, 6}，A ∩ B = {5}，算算 P (A)P (B) 与 P (A ∩ B) 是否相等）

例题 2.12

（独立事件的交与并，对抗 M9）甲、乙两人独立地射击同一目标，命中率分别为 0.8、

0.7。（1）两人都命中的概率；（2）至少一人命中的概率；（3）恰好一人命中的概率。解：
设 A =“甲中”，B =“乙中”，A、B 独立。（1）P (A∩B) = P (A)P (B) = 0.8× 0.7 =

0.56。（2）P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) = 0.8 + 0.7 − 0.56 = 0.94，或用补集：

1− 0.2× 0.3 = 0.94。（3）P (恰一) = 0.8× 0.3 + 0.2× 0.7 = 0.24 + 0.14 = 0.38。（验证：

0.56 + 0.38 + 0.06 = 1 ✓——两人都中、恰一中、都不中，三种情况不重不漏。）（注意
（2）：A、B 独立但不互斥，P (A ∪B) 必须减去 P (A ∩B)；若误用互斥加法 0.8 + 0.7 =

1.5，概率都超过 1 了，一眼假。）Try It 2.12：甲、乙两人独立解题，甲解出概率 0.9，

乙解出概率 0.8。求“至少一人解出”的概率。想一想（对抗 M5）：放回与不放回。袋
中 2 红 3 蓝，连取 2 球。（1）有放回地取，两次都取到红球的概率是多少？（2）不放回
地取，两次都取到红球的概率是多少？两次试验分别独立吗？（提示：有放回时第二次概

率仍是
2

5
，独立；不放回时第二次概率变成

1

4
，不独立。同样是“两红”，一个独立、一

个不独立，模型完全不同。）

2.3.2 独立重复试验与二项分布：n 次“只问成败”

从生活到数学

一次试验只有“成功/失败”两种结果（如抛硬币的正反、猜选择题的对错），在相同条
件下独立重复 n 次——这就是 n 重伯努利试验。抛 3 次硬币，“恰好 2 次正面”怎么算？先

想“哪 2 次是正面”：C2
3 种选法；再乘每次的概率：

(
1

2

)2(
1

2

)1

。组合数 + 独立乘法，一相

乘，就是二项分布。

二项分布

一般地，在 n 次独立重复试验中，每次“成功”的概率为 p，设 X 为 n 次试验中成功的
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次数，则

P (X = k) = Ck
n p

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n

称 X 服从二项分布，记作 X ∼ B(n, p)。

下面这张柱状图展示 n = 10、p = 0.5 时 X ∼ B(10, 0.5) 各取值 k 的概率（柱高正比于

P (X = k) =
Ck

10

210
）：

[figure 渲染失败: 二项分布 X B(10, 0.5) 的分布柱状图]

How To：识别并计算二项分布概率

• 核对三条件：固定次数、两结果、独立且 p 恒定；

• 明确 n、p、k；

• 代入 P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k；

•“至少 k 次”通常用补集（1− 少于 k 次的概率）。

例题 2.13

（二项分布概率）某射手射击命中率 0.8，各次射击独立。射击 5 次，求恰好命中 3 次的
概率。解：这是 n = 5、p = 0.8 的二项分布：

P (X = 3) = C3
5(0.8)

3(0.2)2 = 10× 0.512× 0.04 = 0.2048

答：恰好命中 3 次的概率为 0.2048。Try It 2.13：抛一枚硬币 6 次，求恰好 3 次正面
的概率。

例题 2.14

（猜选择题，至少/恰好）一份试卷有 10 道四选一的选择题，小明完全凭猜测作答。求他

恰好猜对 3 道的概率。解：每题猜对概率 p =
1

4
，独立作答，X ∼ B

(
10,

1

4

)
：

P (X = 3) = C3
10

(
1

4

)3(
3

4

)7

= 120× 1

64
× 2187

16384
=

262440

1048576
≈ 0.2503

答：恰好猜对 3道的概率约为 0.2503。Try It 2.14：接例题 2.14，求他“至少猜对 1道”
的概率。（提示：补集——一题都没猜对）

例题 2.15

（模型辨析，对抗 M10/M11）一箱产品共 10 件，其中 3 件次品。（1）不放回地抽 4 件，
求恰好 2 件次品的概率；（2）有放回地抽 4 件，求恰好 2 件次品的概率。解：（1）不放
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回 → 不是二项分布（各次不独立），用组合计数（超几何型）：

P =
C2

3C
2
7

C4
10

=
3× 21

210
=

63

210
=

3

10

（2）有放回 → 每次次品率 p =
3

10
恒定且独立，X ∼ B

(
4,

3

10

)
：

P (X = 2) = C2
4(0.3)

2(0.7)2 = 6× 0.09× 0.49 = 0.2646

答：（1） 3

10
；（2）0.2646。（同样是“抽 4 件恰 2 件次品”，放回与不放回答案不同——

先判断模型，再代公式。看到“不放回”直接套二项分布，必错。）Try It 2.15：袋中 5
个球，2 红 3 蓝。有放回地取 3 次，求“恰有 2 次取到红球”的概率。

Q&A

• 问：二项分布里“至少一次成功”为什么总用补集？

答：P (至少一次) = 1− P (零次) = 1− (1− p)n。正面枚举 k = 1, 2, . . . , n 要加 n 项，补集只

算一项，快且不易漏。

• 问：独立事件和互斥事件什么时候会混淆？

答：都带“互不”的字眼。记住两句话：互斥是“不能同时发生”（集合上无交集），独立是
“概率上互不影响”（乘法公式成立）。当 P (A)、P (B) > 0 时，互斥的事件必然不独立。

本节练习（答案见章末）

• 判断：A 与 B 互斥，且 P (A) = 0.3，P (B) = 0.4，则 P (A ∪ B) = 0.7。这个说法对吗？

• 掷两枚骰子，A = “第一枚为偶数”，B = “第二枚为奇数”。判断 A 与 B 是否独立。

• 某人射击命中率 0.7，独立射击 4 次，求恰好命中 2 次的概率。

• 抛一枚骰子 5 次，求“至少出现一次 6 点”的概率。

• 一箱 8 件产品含 2 件次品，不放回抽 3 件，求恰好 1 件次品的概率。

2.4 数字特征与正态分布初步：分布的“平均数”与“钟形曲

线”

学习目标

• 理解离散型随机变量及其分布列，掌握分布列的性质；
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• 掌握期望与方差的定义及二项分布的 E(X) = np、D(X) = np(1− p)；

• 了解正态分布曲线及 3σ 原则，会用对称性求概率。

前置复习

• 掷一颗骰子，点数的平均数是多少？

• 求 C2
10 与 C8

10 的关系。

• 二项分布 X ∼ B(n, p) 的概率公式是什么？

2.4.1 离散型随机变量的期望与方差

从生活到数学

一次抛硬币试验，结果可以用数字 X 表示：正面 X = 1，反面 X = 0。这个 X 的取值

不确定，但每个取值都有确定的概率——它就是离散型随机变量。把所有取值和对应概率排
成一张表，就是分布列。有了分布列，就能算“长期平均”（期望）和“波动大小”（方差）。

离散型随机变量的期望与方差

若随机变量 X 的分布列为 P (X = xi) = pi（i = 1, 2, . . . , n），则

E(X) = x1p1 + x2p2 + · · ·+ xnpn

称为 X 的均值（期望）；

D(X) =
n∑

i=1

(xi − E(X))2pi

称为 X 的方差，
√

D(X) 称为标准差。

How To：求期望与方差

• 写出 X 的所有可能取值与概率（分布列）；

• 期望：取值 × 概率，全部相加；

• 方差：先算期望，再算 (xi − E)2 × pi 之和；

• 若是二项分布，直接套 E = np、D = np(1− p)。

例题 2.16

（分布列与期望）抛一枚硬币：正面得 1 分，反面得 0 分。设 X 为一次抛掷得分。写出

X 的分布列，并求 E(X) 与 D(X)。解：分布列：P (X = 1) =
1

2
，P (X = 0) =

1

2
。

E(X) = 1× 1

2
+ 0× 1

2
=

1

2

第 33页



D(X) =

(
1− 1

2

)2

× 1

2
+

(
0− 1

2

)2

× 1

2
=

1

4
× 1

2
+

1

4
× 1

2
=

1

4

答：E(X) =
1

2
，D(X) =

1

4
。（这也验证了两点分布：E = p，D = p(1 − p)。）Try It

2.16：掷一颗骰子，设 X 为点数。求 E(X)。

例题 2.17

（二项分布的数字特征，对抗 M6）某射击手命中率 0.2，独立射击 10 次，设 X 为命中

次数。求 E(X) 与 D(X)。解：X ∼ B(10, 0.2)：

E(X) = np = 10× 0.2 = 2, D(X) = np(1− p) = 10× 0.2× 0.8 = 1.6

答：E(X) = 2，D(X) = 1.6。（直觉校验：每次命中概率 0.2，射 10 次“平均中 2 次”
——期望必须带 np；方差必须带 (1− p)：D = np(1− p) = 1.6，不是 np = 2。）Try It
2.17：X ∼ B(100, 0.5)，求 E(X) 与 D(X)。

例题 2.18

（由数字特征反解参数）设 X ∼ B(n, p)，且 E(X) = 12，D(X) = 4.8，求 n、p。解：np = 12

np(1− p) = 4.8
。代入第一式：12(1 − p) = 4.8，1 − p = 0.4，p = 0.6；于是 n =

12

0.6
= 20。答：n = 20，p = 0.6。（验证：E = 20× 0.6 = 12，D = 20× 0.6× 0.4 = 4.8

✓）Try It 2.18：设 X ∼ B(n, p)，E(X) = 8，D(X) = 4.8，求 n、p。想一想：抽奖活
动：抽一次花费 2 元，中奖概率 0.1，中奖可得 15 元。设 X 为一次抽奖的净收益（中

奖 X = 13，不中 X = −2）。求 E(X)，并判断这个抽奖“值不值得玩”。

2.4.2 正态分布初步：无处不在的钟形曲线

从生活到数学

你量过全班同学的身高吗？大多数人身高集中在平均值附近，特别高和特别矮的都很少，

把频数画出来，是一条两边低、中间高的钟形曲线。身高、考试分数、机器生产的零件尺寸⋯⋯
无数“大量独立微小因素叠加”的量，都服从这条曲线。它就是正态分布。

正态分布

若随机变量 X 的概率密度曲线为

f(x) =
1√
2π σ

e−
(x−µ)2

2σ2

则称 X 服从正态分布，记作 X ∼ N(µ, σ2)，其中 µ 是均值，σ 是标准差。曲线关于直线

x = µ 对称，在 x = µ 处最高；σ 越大曲线越“矮胖”，σ 越小越“高瘦”。

3σ 原则（正态分布的概率）

P (µ−σ < X < µ+σ) ≈ 0.6827, P (µ−2σ < X < µ+2σ) ≈ 0.9545, P (µ−3σ < X < µ+3σ) ≈ 0.9973
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下图是标准正态分布 N(0, 1) 的密度曲线，并标出 µ± σ、µ± 2σ、µ± 3σ 的位置：

x

f(x)

O-4 -2 2 4-0.4-0.2
0.20.4�-3� �-2� �-� � �+� �+2� �+3�

图 2.1: 标准正态分布曲线 N(0,1) 与 3σ标注

How To：利用对称性求正态概率

• 找出 µ、σ；

• 把所求区间“翻译”成关于 µ 对称的区间或一侧区间；

• 用对称性（两侧各半）+ 3σ 原则拼出答案。

例题 2.19

（对称性与 3σ 原则）某厂生产的一批零件直径（单位：mm）服从正态分布 N(10, 0.04)，

即 µ = 10，σ = 0.2。（1）求直径落在 [9.8, 10.2]内的概率近似值；（2）求直径小于 10 mm
的概率。解：µ = 10，σ = 0.2。（1）9.8 = 10− 0.2 = µ− σ，10.2 = 10+ 0.2 = µ+ σ，故

P (9.8 < X < 10.2) = P (µ− σ < X < µ+ σ) ≈ 0.6827

（2）曲线关于 x = 10 对称，小于 µ 与大于 µ 的面积各占一半：

P (X < 10) = 0.5

答：（1）约 0.6827；（2）0.5。Try It 2.19：接例题 2.19，求 P (9.6 < X < 10.4)与 P (X >

10.4) 的近似值。

例题 2.20

（对称性比较）设 X ∼ N(2, 9)（µ = 2，σ = 3）。比较 P (X < 0) 与 P (X > 4) 的大小。

解：点 0 与 4 关于 µ = 2 对称（
0 + 4

2
= 2）。正态曲线关于 x = 2 对称，故

P (X < 0) = P (X > 4)

答：二者相等。（利用对称性，无需查表就能比较两侧尾部概率的大小。）Try It 2.20：
设 X ∼ N(1, 4)（σ = 2），比较 P (X < −1) 与 P (X > 3) 的大小。

Q&A

• 问：正态分布里的 µ、σ 与期望、方差有什么关系？
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答：µ 就是期望 E(X)，σ2 就是方差 D(X)。正态分布是连续型分布，但“均值是重心、方差

是离散度”的思想与离散型完全一致。

• 问：σ 越大，曲线越矮胖还是越高瘦？

答：越矮胖——数据越分散，中间峰值越低，两端尾巴越厚。

本节练习（答案见章末）

• 设 X ∼ B(5, 0.4)，求 E(X)、D(X)。

• 抛 3 次硬币，设 X 为正面次数。写出 X 的分布列，并求 E(X)、D(X)。

• 某班学生身高 X ∼ N(170, 25)（σ = 5）。求身高在 [165, 175] 内的概率近似值。

• 设 X ∼ N(0, 1)（标准正态，µ = 0，σ = 1），求 P (X > 2) 的近似值。

• 摸奖箱中有 5 个白球、1 个红球，有放回地摸 4 次，设 X 为摸到红球的次数。求 E(X)、

D(X)。

本章回顾

概念地图

·随机试验 → 样本空间 Ω（全体样本点）→ 事件（Ω 的子集）·事件关系：A∪B（或）·

A∩B（且）·互斥 A∩B = ∅·对立 P (Ā) = 1−P (A)·古典概型：有限 +等可能→ P (A) =
n(A)

n(Ω)
（分子分母用计数原理数）·概率性质：0 ≤ P (A) ≤ 1 ·P (A ∪ B) = P (A) + P (B) −

P (A ∩ B) ·条件概率：P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
（把样本空间缩到 A）·乘法公式：P (A ∩ B) =

P (A)P (B|A) ·全概率：P (B) =
∑

i P (Ai)P (B|Ai)（完备事件组，先分类再求和）·贝叶斯：

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)

P (B)
（由果溯因）·独立：P (A ∩B) = P (A)P (B)（互斥与独立，P > 0

时不可兼得）·二项分布：X ∼ B(n, p)，P (X = k) = Ck
np

k(1 − p)n−k ·数字特征：E(X) =

np，D(X) = np(1− p)；标准差
√

D(X) ·正态分布：N(µ, σ2)，关于 x = µ 对称；3σ 原则

0.6827 / 0.9545 / 0.9973

关键公式速查
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内容 公式

古典概型 P (A) =
n(A)

n(Ω)
（有限 + 等可能）

并事件概率 P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

对立事件 P (Ā) = 1− P (A)

条件概率 P (B|A) =
P (A ∩B)

P (A)

乘法公式 P (A ∩B) = P (A)P (B|A)

全概率 P (B) =
∑

i P (Ai)P (B|Ai)

独立判据 P (A ∩B) = P (A)P (B)

二项分布 P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k

期望 / 方差（二项） E(X) = np，D(X) = np(1− p)

正态 3σ [µ± σ]：0.6827；[µ± 2σ]：0.9545；[µ± 3σ]：0.9973

分层练习

A 基础层

• 掷一颗骰子，求点数不小于 4 的概率。

• 从 5 名男生、4 名女生中任选 2 人，求“恰 1 男 1 女”的概率。

• 抛 3 枚硬币，求“至少 2 枚正面”的概率。

• 已知 P (A) = 0.5，P (B) = 0.4，P (A ∩ B) = 0.2，求 P (B|A)。

• 设 X ∼ B(6, 0.3)，求 P (X = 2)。

• 设 X ∼ B(12, 0.25)，求 E(X)、D(X)。

• 设 X ∼ N(100, 100)（σ = 10），求 P (90 < X < 110) 的近似值。

• 抛两枚骰子，求“点数之和为偶数”的概率。

B 应用层

• 某工厂生产一批产品，次品率为 4%，质检员独立抽检 5件。求“至少 1件次品”的概率。

• 一箱 12 件产品含 3 件次品，不放回抽 2 件，求“至少 1 件次品”的概率。

• 甲、乙两射手独立射击同一目标，命中率分别为 0.8、0.9。求“恰有 1 人命中”的概率。

• 设 X ∼ B(n, p)，E(X) = 4，D(X) = 3.2，求 n、p。

C 拓展层

• 某地区人群患某种疾病的概率为 0.1%。检测试剂：患病者检出阳性的概率为 99%，未患

病者误报阳性的概率为 2%。（1）随机抽取一人检测为阳性的概率；（2）已知检测为阳性，
此人真正患病的概率。（结果保留四位小数）
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• 设 X ∼ N(µ, σ2)，且 P (X > 3) = P (X < 1)，求 µ。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 2.1：奇数 A = {1, 3, 5}；大于 4 B = {5, 6}；A ∩ B = {5}；A ∪ B = {1, 3, 5, 6}。

• 2.2：A = {1, 2}，B = {1, 3, 5}，A ∩ B = {1} ̸= ∅ → 不互斥；P (A ∪ B) =
5

6
。

• 2.3：和为 7 的有 6 个样本点，P =
6

36
=

1

6
。

• 2.4：补集：1− C2
2

C2
5

= 1− 1

10
=

9

10
。

• 2.5：1−
(
5

6

)3

= 1− 125

216
=

91

216
。

• 2.6：相邻排法 2!×4!= 48，总数 5!= 120，P =
48

120
=

2

5
。

• 2.7：已知首次为蓝，袋中剩 3 红 1 蓝，P =
3

4
。

• 2.8：P (A ∩B) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) = 0.3 + 0.5− 0.6 = 0.2；P (B|A) = 0.2

0.3
=

2

3
。

• 2.9：0.6× 0.8 + 0.4× 0.9 = 0.48 + 0.36 = 0.84。

• 2.10：1− 7

16
=

9

16
（或

0.3× 0.03

0.016
=

0.009

0.016
=

9

16
）。

• 2.11：A = {1, 3, 5}，B = {5, 6}，P (A) =
1

2
，P (B) =

1

3
，P (A∩B) =

1

6
，而 P (A)P (B) =

1

2
× 1

3
=

1

6
，相等 → 独立。（独立的两个事件可以同时发生，也可以不同时发生。）

• 2.12：1− 0.1× 0.2 = 0.98。

• 2.13：C3
6

(
1

2

)6

=
20

64
=

5

16
。

• 2.14：1−
(
3

4

)10

= 1− 59049

1048576
=

989527

1048576
≈ 0.9437。

• 2.15：C2
3

(
2

5

)2(
3

5

)
= 3× 4

25
× 3

5
=

36

125
。

• 2.16：E(X) =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
= 3.5。

• 2.17：E = 100× 0.5 = 50；D = 100× 0.5× 0.5 = 25。

• 2.18：8(1− p) = 4.8 → 1− p = 0.6，p = 0.4；n =
8

0.4
= 20。
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• 2.19：9.6 = µ− 2σ，10.4 = µ+2σ → P ≈ 0.9545；P (X > 10.4) ≈ 1− 0.9545

2
= 0.02275。

• 2.20：−1 与 3 关于 µ = 1 对称 → P (X < −1) = P (X > 3)，相等。

各节练习答案

• 2.1节：1. Ω = {(正, 正), (正, 反), (反, 正), (反, 反)}；“恰好一次正面”= {(正, 反), (反, 正)}，
P =

2

4
=

1

2
。2. 两数和为偶数 = 同奇或同偶：C2

2 + C2
2 = 1 + 1 = 2 种，总数 C2

4 = 6，

P =
2

6
=

1

3
。3. 补集：1− C2

3

C2
7

= 1− 3

21
=

6

7
。4. 补集：积为奇数（两枚都奇数）有 3×

3 = 9 种，P = 1− 9

36
=

3

4
。5. 1 ∼ 100 中 3 的倍数共 33 个，P =

33

100
。

• 2.2 节：1. 已知第一个是白球，袋中剩 1 白 3 黑，P =
3

4
。2. P (B|A) = 0.2

0.5
= 0.4。3.

P = 0.6× 0.02 + 0.4× 0.04 = 0.012 + 0.016 = 0.028。4. P =
0.012

0.028
=

3

7
。5. 设 A =“至

少一次正面”，B = “恰好两次正面”。P (A) = 1 −
(
1

2

)3

=
7

8
，P (B) = C2

3

(
1

2

)3

=
3

8
，

且 B ⊆ A，P (B|A) = P (B)

P (A)
=

3/8

7/8
=

3

7
。

• 2.3 节：1. 对——互斥时 P (A∪B) = P (A)+P (B) = 0.3+0.4 = 0.7。2. 独立——P (A) =
1

2
，P (B) =

1

2
，P (A ∩B) =

3× 3

36
=

1

4
，P (A)P (B) =

1

4
，相等。3. C2

4(0.7)
2(0.3)2 = 6×

0.49× 0.09 = 0.2646。4. 1−
(
5

6

)5

= 1 − 3125

7776
=

4651

7776
≈ 0.5981。5. C1

2C
2
6

C3
8

=
2× 15

56
=

30

56
=

15

28
。

• 2.4 节：1. E = 5 × 0.4 = 2，D = 5 × 0.4 × 0.6 = 1.2。2. P (X = k) = Ck
3

(
1

2

)3

（k =

0, 1, 2, 3）：
1

8
,
3

8
,
3

8
,
1

8
；E = 3× 1

2
= 1.5，D = 3× 1

2
× 1

2
= 0.75。3. [165, 175] = [µ−σ, µ+

σ] → P ≈ 0.6827。4. P (X > 2) =
1− P (−2 < X < 2)

2
≈ 1− 0.9545

2
= 0.02275。5. X ∼

B

(
4,

1

6

)
：E =

4

6
=

2

3
，D = 4× 1

6
× 5

6
=

20

36
=

5

9
。

分层练习答案

A1：{4, 5, 6}，P =
3

6
=

1

2
。

A2：C1
5C

1
4

C2
9

=
20

36
=

5

9
。

A3：至少 2 正 = C2
3 + C3

3 = 3 + 1 = 4 种，P =
4

8
=

1

2
。

A4：P (B|A) = 0.2

0.5
= 0.4。

A5：C2
6(0.3)

2(0.7)4 = 15× 0.09× 0.2401 = 0.324135 ≈ 0.3241。

A6：E = 12× 0.25 = 3；D = 12× 0.25× 0.75 = 2.25。
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A7：[90, 110] = [µ− σ, µ+ σ]，P ≈ 0.6827。

A8：和偶数 = 同奇同偶：3× 3 + 3× 3

36
=

18

36
=

1

2
。

B9：1− 0.965 = 1− 0.8153726976 ≈ 0.1846。

B10：1− C2
9

C2
12

= 1− 36

66
=

30

66
=

5

11
。

B11：P (甲中乙不中) + P (甲不中乙中) = 0.8× 0.1 + 0.2× 0.9 = 0.08 + 0.18 = 0.26。

B12：4(1− p) = 3.2 → 1− p = 0.8，p = 0.2，n =
4

0.2
= 20。

C13：（1）P (阳性) = 0.001 × 0.99 + 0.999 × 0.02 = 0.00099 + 0.01998 = 0.02097；（2）
P (患病|阳性) =

0.00099

0.02097
≈ 0.0472。（启示：阳性率 2.097%，但真正患病只有约 4.7%——低

患病率下，检测阳性多数是误报，这正是贝叶斯公式教给我们的直觉。）

C14：由对称性，P (X > 3) = P (X < 1) 意味着 1 与 3 关于 µ 对称：µ =
1 + 3

2
= 2。

想一想（对抗）答案

• 想一想（对抗M1）：错。11种“和值”并不等可能——和为 7有 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)

共 6 个样本点，和为 2 只有 (1, 1) 这 1 个。“等可能”必须对样本点而言；用“和值”做
样本空间，等可能前提被破坏。

• 想一想（对抗 M5）：（1）有放回：2

5
× 2

5
=

4

25
，两次独立；（2）不放回：2

5
× 1

4
=

1

10
，

第二次概率变了，不独立。放回与不放回是两个不同模型，必须先判断清楚再算。

• 想一想（抽签公平）：设 B =“第 2 人抽中”，A1 =“第 1 人抽中”，A2 =“第 1 人未
抽中”。P (B) = P (A1)P (B|A1) +P (A2)P (B|A2) =

1

3
× 0+

2

3
× 1

2
=

1

3
。第 2 人抽中概率

也是
1

3
——后抽不吃亏，抽签公平。

• 想一想（抽奖决策）：E(X) = 13× 0.1 + (−2)× 0.9 = 1.3− 1.8 = −0.5。长期平均每抽一

次亏 0.5 元——期望是决策的尺子：负期望的抽奖不值得玩。
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第三章 从数据里看世界：统计

章首情境

3.1 抽样：从“全查”到“抽查”

3.1.1 总体与样本：为什么不全查

学习目标

• 能说清总体、个体、样本、样本量的含义；

• 能比较普查与抽样调查的利弊，会按情境选合适的方式；

• 理解样本代表性是统计推断的生命线。

前置复习（Be Prepared）

• 要检查一箱 100 个灯泡是否合格，最“保险”的做法是什么？最“省钱”的做法是什么？

• 如果全校只有 40 人，你愿意全查还是抽查？如果全校有 40000 人呢？

新知：总体、样本与两种调查

把调查对象的全体叫做总体，其中每一个调查对象叫做个体；从总体中抽取的一部分个
体叫做样本，样本中包含的个体数叫做样本量。

普查（全面调查）对每一个个体都查，结果最准，但费时费力费钱，还可能破坏对象（比如检
测灯泡寿命，测完灯泡就废了）。抽样调查只查一部分，省时省力，但结果可能“偏”——偏
不偏，全看样本有没有代表性。

例题 3.1

（普查还是抽样）

下列调查中，应采用普查还是抽样调查？为什么？

（1）某工厂要检验一批罐头是否密封良好；（2）学校要统计全校学生本学期的获奖情况；（3）
医生要检查一批疫苗的保存有效期（需开瓶检测）。
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解：（1）抽样调查——罐头数量大，全检耗时长，且抽查部分即可判断整批质量。（2）普查
——获奖名单本就齐全，直接统计又快又全。（3）抽样调查——开瓶检测会破坏疫苗，只能
抽样，用部分样本的检测结果估计整批情况。关键判断：查了会不会坏、查完用不用得上、查
全代价高不高——三个条件触发任何一个，就偏向抽样。

Try It 3.1：某市要调查全市居民的平均用水量。有人说“查我们小区 500 户就够了”；有人
说“应该在全城 20 个区各随机抽 25 户”。你同意谁？为什么？

想一想（对抗 M11）：小宇说“样本越多越准，我昨天在校门口拦了 500 个人，比分层抽样
抽的 50 个人靠谱多了”。你同意吗？如果这 500 人全是去补课的（晚上 9 点以后才离开学
校），他们能代表全校同学吗？——样本量再大，代表不了全体也是白搭；统计的第一原则不
是“多”，而是“代表”。

3.1.2 简单随机抽样：抓阄的科学版

学习目标

• 理解简单随机抽样的定义与特点（等概率、不放回）；

• 掌握抽签法与随机数法两种操作；

• 能判断一个抽样过程是否属于简单随机抽样。

前置复习：掷一枚均匀硬币，“正面”出现的可能性是多少？为什么？

新知：简单随机抽样

一般地，设一个总体含有 N 个个体，从中逐个不放回地抽取 n 个个体作为样本（n ≤
N），如果每次抽取时，总体内每个个体被抽到的概率都相等，那么这样的抽样方法叫做简单
随机抽样。

操作工具有两种：抽签法（编号 → 搅匀 → 逐个抽，适合总体较小时）和随机数法（编
号 → 用随机数表或计算器产生随机数 → 选号，适合总体较大时）。

How To：抽签法的四步

• 编号：给总体中每个个体一个号码（1 ∼ N）；

• 制签：把号码写在大小形状相同的签上；

• 搅匀：充分混合，保证“每一签被抽到的机会均等”；

• 抽取：不放回地逐个抽取 n 个签。

例题 3.2

（判断简单随机抽样）

判断下列抽样是否属于简单随机抽样：
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（1）从 50件产品中任意抽出 10件检查；（2）把 1000名学生编号后，用随机数表选出 80
个号码；（3）体育老师按“1、3、5、7⋯”的规律从跑道上选出 20 名学生。

解：（1）是——每件产品被抽到的概率相等，逐个不放回。（2）是——随机数表保证等概率。（3）
不是——按固定规律挑选，排在奇数位置的学生注定被选中、偶数位置的学生注定落选，概率

不相等。判断标准就一条：是不是“每个个体机会均等 + 随机决定选谁”。凡是有“规律”“习
惯”“图方便”掺进去的，都不是。

Try It 3.2：从 200 名学生中抽取 20 名进行体质测试。有人建议“按学号 1、2、3、⋯、20
直接取前 20 名”，这合理吗？为什么？

Q&A

• 问：为什么要“不放回”？

答：放回的话同一个体可能被抽中多次，样本里的个体不独立，且变相让部分个体“多了一
次中签机会”；不放回才能保证每个个体至多被抽中一次、机会均等。

• 问：简单随机抽样一定“准”吗？

答：不一定。它只能保证过程公平，不能保证结果恰好代表总体——运气不好也可能抽到一
群极端值。所以“过程随机”和“结果准确”是两件事，后一章的统计推断会在“怎么接受这

种偶然偏差”上继续讨论。

3.1.3 分层抽样与系统抽样：更聪明的抽法

学习目标

• 理解分层抽样的定义与使用场合；

• 会用公式 ni =
Ni

N
× n 求每层应抽的人数；

• 了解系统抽样的操作，能求抽样间隔与首个体；

• 会结合情境设计合理的抽样方案。

前置复习：
2

5
× 100 =? 　

3

10
× 80 =?

新知：分层抽样

一般地，当总体由差异明显的几个部分组成时，把总体分成互不重叠的层，然后按照各
层个体数所占的比例，从各层独立地抽取一定数量的个体，将各层取出的个体合在一起作为
样本，这种抽样方法叫做分层抽样。

若总体共有 N 个个体，某一层有 Ni 个个体，样本量为 n，则该层应抽取的个体数为

ni =
Ni

N
× n

How To：分层抽样的三步
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• 分层：按调查目的把总体分成互不重叠的若干层（层内差异小、层间差异大最合适）；

• 定比：计算每层人数占总体比例 pi =
Ni

N
；

• 抽取：每层按比例独立抽取 ni = pi × n 人，各层样本合并。

例题 3.3

（分层抽样求每层人数，对抗 M1、M2）

某中学高一年级共有学生 600 人，其中男生 360 人、女生 240 人。为了解全年级学生的
睡眠情况，采用分层抽样抽取样本量为 60 人的样本。问男、女生各应抽取多少人？

解：按性别分层，男、女两层人数分别为 N1 = 360，N2 = 240，总体 N = 600，样本量 n =

60。男生：n1 =
360

600
× 60 = 0.6× 60 = 36（人）；女生：n2 =

240

600
× 60 = 0.4× 60 = 24（人）。

检验：36 + 24 = 60 ✓，且 n1

n
=

36

60
= 0.6 =

N1

N
✓。答：男生抽 36 人、女生抽 24 人。

Try It 3.3（反求总体，对抗 M1）：某校按年级分层抽样，样本量为 80。其中高三抽出 20人，
而高三年级共有 400 人。求全校学生总数。（提示：20

80
是多少？全校人数 = 高三人数 ÷ 该

比例）

新知：系统抽样

当总体个体数较多且均匀排列时，可以把总体编号后，先随机确定第一个个体，再按固

定间隔 k 依次抽取，这样的抽样方法叫做系统抽样（等距抽样），间隔 k =

⌊
N

n

⌋
。

例题 3.4

（系统抽样）

某学校有 500 名学生，编号为 1～500。现要从中抽取 50 名学生参加体检，采用系统抽
样。

（1）抽样间隔 k 是多少？（2）若在第一段（1～10 号）中随机抽中了 6 号，写出样本中
的前 4 个编号及最后一个编号。

解：（1）k =
500

50
= 10。（2）编号依次为 6，16，26，36，⋯，第 m 个编号为 6+ (m− 1)× 10，

第 50 个编号为 6 + 49× 10 = 496。答：前 4 个编号是 6, 16, 26, 36，最后一个编号是 496。

Try It 3.4：总体 1000 个编号，样本量 100，第一段抽中 8 号。写出抽样间隔、第 3 个编号
与最后一个编号。

想一想（对抗 M12）：某工厂流水线每生产 10 件产品就有 1 件次品（次品恰好固定在第 10、
20、30、⋯件）。质检员用系统抽样，间隔 k = 10，随机起点恰好取到 1。请你算算：他抽到
的第 1、2、3 件产品分别是第几件？会是次品吗？——当总体存在周期性规律时，系统抽样
的起点必须随机，否则整段样本都会被“带偏”。

本节练习（答案见章末）
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• 判断下列抽样方式：从 1000 名学生中随机抽取 100 名进行视力检查（　）；按年级分层
抽取 100 名（　）；按学号等距抽取 100 名（　）。

• 某校高一、高二、高三人数分别为 300、240、180，采用分层抽样抽取样本量 60，各年级
应各抽多少人？

• 总体 1000 个个体编号 1～1000，用系统抽样抽 100 个，间隔 k 是多少？若第一段抽中 4，
写出最后一个编号。

• 调查“全校同学的平均身高”，有人说“直接在操场上拦 200 个人问”就行。这种做法有
什么问题？怎样改才更合理？

3.2 频率分布直方图：面积才是频率

3.2.1 从数据到直方图

学习目标

• 掌握分组作频率分布表与频率分布直方图的步骤；

• 理解“小长方形面积 = 频率”、“面积和 = 1”；

• 会由直方图读出频数、频率、样本量。

前置复习：把 10 个数据 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5, 3 从小到大排一排，数一数“小于 4 的有几个”。

新知：分组作直方图

把数据分组后，算出每组的频数（落在这组的个数）和频率（频数 ÷ 样本量），就得到频
率分布表；再画出频率分布直方图。

How To：作频率分布直方图五步

• 求极差：最大值 − 最小值；

• 定组距与组数：组距 × 组数 ≈ 极差，组数一般取 5～12；

• 分组：通常“左闭右开”，如 [150, 155)；

• 列表：统计每组频数、计算频率；

• 画图：横轴为数据，纵轴为 频率
组距

，每个小区间上画一个矩形。

关键约定（面积即频率）：小长方形的面积 = 组距 × 频率
组距

= 频率。因此所有小长方形的面
积之和等于 1。

第 45页



例题 3.5

（作直方图并读频率，对抗 M3、M4）

某班 50名同学的身高数据分组（单位：cm）及频数：[150, 155)：4，[155, 160)：8，[160, 165)：
14，[165, 170)：12，[170, 175)：8，[175, 180)：4。

（1）求各组的频率及组距；（2）哪个区间人数最多？（3）验证“面积和 = 1”。

解：（1）组距为 155− 150 = 5。各组的频率 = 频数 ÷ 50：

分组 频数 频率 纵轴高度 频率组距

[150, 155) 4 0.08 0.016

[155, 160) 8 0.16 0.032

[160, 165) 14 0.28 0.056

[165, 170) 12 0.24 0.048

[170, 175) 8 0.16 0.032

[175, 180) 4 0.08 0.016

（2）频数 14 最大，所以区间 [160, 165) 人数最多。（3）面积和 = 组距 ×（各纵轴高度之
和）= 5× (0.016 + 0.032 + 0.056 + 0.048 + 0.032 + 0.016) = 5× 0.2 = 1 ✓（也可直接相加各
频率：0.08 + 0.16 + 0.28 + 0.24 + 0.16 + 0.08 = 1 ✓）。

Try It 3.5：某样本有 40人，体重分组（单位：kg）及频数为：[40, 45)：4，[45, 50)：8，[50, 55)：
12，[55, 60)：10，[60, 65)：6。求组距、各组频率，并回答：体重不低于 55 kg 的频率与人数
各是多少？

想一想（对抗 M3、M4）：有两个直方图。第一个组距为 1，某矩形高度为 0.30；第二个组距

为 4，某矩形高度为 0.10。小华说“第一个的矩形高，所以频率大”，对吗？——算面积：第

一个频率 = 1 × 0.30 = 0.30，第二个频率 = 4 × 0.10 = 0.40。高度矮不代表频率小，组距不
一样时绝不能拿“高度”直接比频率。

3.2.2 由直方图读统计量：中位数、平均数、众数区间

学习目标

• 会用“面积平分”估计中位数；

• 会用“组中值 × 频率”估计平均数；

• 会找出众数所在的区间；

• 能说出平均数与中位数在直方图中的位置关系（偏态时谁在“长尾”一边）。

前置复习：数集 5, 6, 7, 8, 9 的中位数、平均数分别是多少？（提示：中位数是排序后中间的数）

新知：从直方图估计三个统计量
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• 中位数：把直方图的总面积（为 1）左右平分，面积平分线所在位置就是中位数的估计值；

• 平均数：用每组的组中值（区间中点）乘该组频率再求和，即 x̄ ≈
∑

(组中值)× (频率)；

• 众数区间：频率（面积）最大的那个区间，即“最高的矩形”所在区间。

例题 3.6

（由直方图估计统计量）

利用例题 3.5 的 50 人身高数据，估计中位数、平均数与众数区间。

解：（先列累积频率表，再“折面积”）各频率依次为 $0.08, 0.16, 0.28, 0.24, 0.16, 0.08，累积频率依次为$0.08, 0.24, 0.52, 0.76, 0.92, 1.00。

（1）中位数：总面积的一半是 0.5，累积到 [160, 165) 前为 0.24 < 0.5，落进 [160, 165) 后

累积到 0.52 > 0.5，所以中位数在区间 [160, 165) 内。从 160 往里再走

0.5− 0.24

0.28
× 5 =

0.26

0.28
× 5 ≈ 4.6

所以中位数 ≈ 160 + 4.6 = 164.6（cm）。

（2）平均数：组中值分别为 $152.5, 157.5, 162.5, 167.5, 172.5, 177.5$，

x̄ ≈ 152.5× 0.08 + 157.5× 0.16 + 162.5× 0.28 + 167.5× 0.24 + 172.5× 0.16 + 177.5× 0.08

= 12.2 + 25.2 + 45.5 + 40.2 + 27.6 + 14.2 = 164.9

（3）频率最大的是 0.28，对应区间 [160, 165)，即众数区间为 [160, 165)。

Try It 3.6：用 Try It 3.5 的 40 人体重数据，估计体重的中位数。（提示：累积频率
0.10, 0.30, 0.60, . . .，0.5 落在哪个区间？）

本节练习（答案见章末）

• 某样本 100 人，分组（组距 5）及纵轴高度依次为：0.02, 0.04, 0.06, 0.05, 0.03。求各组频

率，并求“样本量 100 时，第 4 组的频数”。

• 一个直方图组距为 2，三个矩形的高度分别是 $0.10, 0.15, 0.25$。求三个区间的频率，并
验证面积和。

• 已知直方图四个矩形的面积（频率）为 $0.10, 0.25, 0.35, 0.15$，求第五个矩形的频率。

• 用第 1 题数据估计中位数所在的区间。

3.3 百分位数：排名是怎么定的

3.3.1 百分位数的定义与计算

学习目标
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• 理解第 p 百分位数的含义；

• 掌握“先排序、再定位”的计算算法（含 i 为整数与非整数两种情形）；

• 会用百分位数解读排名。

前置复习：把 3, 7, 1, 9, 5 从小到大排序，中间的数是几？

新知：第 p 百分位数

一组数据的第 p 百分位数是这样一个值，它使得这组数据中小于或等于它的数据约占
p%。它用于排名比较（“超过 90% 的同学”），与分数本身的数值无关。

How To：计算第 p 百分位数（排序 → 定位）

• 排序：把 n 个数据从小到大排好；

• 算位：计算 i =
p

100
× n；

• 分情形：

• 若 i 不是整数，取大于 i 的最小整数 j，则第 j 个数据就是第 p 百分位数；

• 若 i 是整数，取第 i 个与第 i+ 1 个数据的平均数。

例题 3.7

（求百分位数，对抗 M5、M6）

某班 20 名同学一次数学测验的成绩如下（未排序）：

52, 61, 45, 70, 58, 83, 67, 49, 72, 88, 60, 75, 95, 63, 51, 78, 66, 82, 90, 54

求第 72 百分位数与第 80 百分位数。

解：第一步必须先排序：45, 49, 51, 52, 54, 58, 60, 61, 63, 66, 67, 70, 72, 75, 78, 82, 83, 88, 90,
95

（1）第 72 百分位数：i =
72

100
× 20 = 14.4，不是整数 → 取大于 14.4 的最小整数 15，即

第 15 个数据，为 78。（2）第 80 百分位数：i =
80

100
× 20 = 16，恰为整数 → 取第 16 个与第

17 个数据的平均数：82 + 83

2
= 82.5。

Try It 3.7：用例题 3.7的 20个数据，求第 60百分位数与第 90百分位数。（提示：0.6×20 =

12 是整数；0.9× 20 = 18 也是整数）

想一想（对抗 M5）：小丽没排序就算第 70 百分位数：数据 2, 8, 3, 9, 1, 7 有 6 个，0.7× 6 =

4.2，她直接数第 5 个（9），对吗？——先排序：1, 2, 3, 7, 8, 9，第 5 个是 8。乱序数据不排序

就定位，结果差之千里。

3.3.2 四分位数与箱线图

学习目标
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• 掌握下四分位数 Q1、中位数、上四分位数 Q3 的求法；

• 会用“五数概括”（最小值、Q1、中位数、Q3、最大值）作箱线图；

• 会读箱线图判断分布、找离群点。

前置复习：一组数据排序后，第 50百分位数叫什么？它和第 25、第 75百分位数是什么关系？

新知：四分位数与五数概括

• 第 25 百分位数叫下四分位数，记 Q1；

• 第 50 百分位数就是中位数；

• 第 75 百分位数叫上四分位数，记 Q3。

由最小值、Q1、中位数、Q3、最大值这五个数构成的概括叫五数概括，画成图就是箱线
图：中间一个箱子从 Q1 拉到 Q3，箱子正中的线是中位数，左右两根“须”分别伸到最小值

和最大值。

例题 3.8

（求五数概括）

用例题 3.7 的 20 个成绩数据，求五数概括，并判断 95 分是否像是离群点。

解：排序后的数据同例题 3.7。

• 最小值：45；最大值：95；

• Q1（第 25 百分位）：i = 0.25× 20 = 5（整数）→ 54 + 58

2
= 56；

• 中位数（第 50 百分位）：i = 0.5× 20 = 10（整数）→ 66 + 67

2
= 66.5；

• Q3（第 75 百分位）：i = 0.75× 20 = 15（整数）→ 78 + 82

2
= 80。

五数概括为：45, 56, 66.5, 80, 95。箱子从 56 到 80，中位线在 66.5，箱子内集中了约一

半的同学；95 明显远离 Q3 = 80，可看作可能的离群点（还需结合背景判断）。

Try It 3.8：数据 3, 5, 7, 8, 10, 12, 15, 18, 20, 24（已排序），求 Q1、中位数、Q3。（提示：n =

10，0.25× 10 = 2.5 非整数）

本节练习（答案见章末）

• 未排序数据：3, 7, 1, 9, 5, 8, 2, 6, 4, 10。求第 60 百分位数。

• 数据 12, 15, 18, 20, 25（已排序）。求 Q1、中位数、Q3 及五数概括。

• 某次考试你的成绩处于第 90百分位数。这句话说明你大约超过了多少比例的同学？如果
你的成绩恰好是中位数，又说明什么？
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3.4 中心与离散：数据稳不稳

3.4.1 平均数、中位数、众数：三个“中心”的三副面孔

学习目标

• 掌握平均数、中位数、众数的计算与含义；

• 理解极端值对三者不同的影响；

• 能按情境选对“中心”指标。

前置复习：求 2, 3, 3, 5, 7 的平均数、中位数、众数。

新知：三个中心指标

• 平均数 x̄ =
1

n

∑n
i=1 xi：数据的“算术中心”，对极端值敏感；

• 中位数：排序后中间位置的数，抗极端值；

• 众数：出现次数最多的数，只看“最常见”。

适用场景铁律：谈“大多数人的水平”用中位数（工资、房价），谈“总水平”用平均数
（总分、总量），谈“最常见”用众数（进货尺码）。

例题 3.9

（极端值的陷阱，对抗 M9、M10）

某公司 10 名员工，9 人月薪 3000 元，1 人月薪 30000 元。

（1）求平均月薪与月薪中位数；（2）公司招聘广告写“平均月薪 5700 元”，为何有误导
性？该用什么指标描述“大多数员工”的收入？

解：（1）平均数 = 9× 3000 + 30000

10
=

27000 + 30000

10
= 5700（元）；中位数：排序后第 5、6

位都是 3000，故中位数 = 3000（元）。（2）平均月薪 5700 元是被 1 个 30000 元“拉高”的，
10 人中有 9 人实际只有 3000 元——“平均”严重偏离了大多数人的现实。描述“大多数员
工”的收入，应该用中位数 3000 元。

Try It 3.9：某班 30 人，29 人考了 60 分，1 人考了 100 分。求平均分与中位数。老师想对
“大多数同学”说句话，该引用哪个数字？

想一想（对抗 M10）：奶茶店老板要决定下个月多进哪种口味的原料，该看顾客口味的平均
数、中位数还是众数？全校期末总分排名，该用平均分还是中位数？——“最常见”归众数，“总
贡献”归平均数，两件事别混用。

3.4.2 方差与标准差：离“中心”多远

学习目标
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• 理解方差的含义（离均平方的平均）；

• 掌握方差与标准差的计算（含简算公式）；

• 掌握方差的两条性质（加 c 不变、乘 k 变 k2 倍）；

• 能用方差比较两组数据的稳定性。

前置复习：求 1, 2, 3, 4, 5 的平均数。

新知：方差与标准差

设一组数据 x1, x2, . . . , xn，平均数为 x̄，则这组数据的方差为

s2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

标准差为方差的算术平方根：s =
√
s2。

• 方差的含义：数据离平均数的平均“距离”（平方后）。方差越大，数据越分散、越不稳定；

• 标准差与数据同单位，更贴近“平均偏离多远”的直觉；

• 简算公式：s2 =
1

n

∑n
i=1 x

2
i − x̄2（先算平方和再减平均的平方）。

两条性质：所有数据都加上同一个常数 c，方差不变；所有数据都乘以常数 k，方差变为原来

的 k2 倍（标准差变为原来的 |k| 倍）。

例题 3.10

（计算方差与标准差）

甲、乙两名运动员 5 次射击成绩（环）如下：

甲：5, 6, 7, 8, 9 　　乙：1, 5, 7, 9, 13

（1）求两人的平均成绩；（2）求两人的方差与标准差，判断谁更稳定。

解：（1）甲的平均数 x̄甲 =
5 + 6 + 7 + 8 + 9

5
= 7；乙的平均数 x̄乙 =

1 + 5 + 7 + 9 + 13

5
= 7。

两人平均水平相同。（2）甲方差：离均差为 −2,−1, 0, 1, 2，

s2甲 =
4 + 1 + 0 + 1 + 4

5
=

10

5
= 2

乙方差：离均差为 −6,−2, 0, 2, 6，

s2乙 =
36 + 4 + 0 + 4 + 36

5
=

80

5
= 16

标准差：s甲 =
√
2 ≈ 1.41，s乙 = 4。因为 s甲 < s乙，所以甲的成绩更稳定。

Try It 3.10：求数据 1, 2, 3, 4, 5 的方差与标准差。
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例题 3.11

（方差性质）

已知数据 2, 4, 6, 8, 10。

（1）求平均数、方差、标准差；（2）若每个数据都加上 3，方差变吗？（3）若每个数据都
乘以 2，新的方差、标准差是多少？

解：（1）x̄ = 6。离均差 −4,−2, 0, 2, 4，

s2 =
16 + 4 + 0 + 4 + 16

5
=

40

5
= 8, s =

√
8 = 2

√
2 ≈ 2.83

（2）都加 3 后，离均差完全不变 → 方差仍为 8（数据的“离散程度”没变，只是整体平移
了）。（3）都乘 2：方差 s′2 = k2s2 = 22×8 = 32，标准差 s′ = |2|×s = 4

√
2 ≈ 5.66。检验：新数

据 4, 8, 12, 16, 20，平均数 12，离均差 −8,−4, 0, 4, 8，方差 =
64 + 16 + 0 + 16 + 64

5
=

160

5
=

32 ✓。

Try It 3.11：已知一组数据的方差为 3。若把这组数据每个都乘 −2 再加 1，新数据的方差

是多少？

想一想（对抗 M8）：甲组有 100 个数据、方差为 5；乙组只有 10 个数据、方差也为 5。小
文说“甲组 100 个数据，肯定比乙组更不稳定”。对吗？——方差刻画的是“离平均的离散程
度”，与数据个数、数据大小都无关。两组方差相同，稳定程度就相同。

本节练习（答案见章末）

• 求数据 3, 5, 7 与 1, 5, 9 的平均数与方差，判断哪组更稳定。

• 数据 4, 6, 8, 10, 12 每个都加 5，方差变不变？原方差是多少？

• 某公司 9 人月薪 3000 元、1 人月薪 30000 元。求平均月薪与月薪中位数，说明描述“大
多数员工”该用哪个。

• 已知甲组数据的方差为 4，乙组数据是甲组每个数乘 3 再加 10 得到的，求乙组数据的方
差。

本章回顾

概念地图

·统计：用小样本看大总体（样本代表性是生命线）·抽样：普查（全而贵）vs 抽样调查
（省而可能偏）·简单随机抽样：逐个等概率（抽签法 / 随机数法）·分层抽样：ni =

Ni

N
× n

（层内差异小、层间差异大）·系统抽样：随机起点 + 等距 k（防周期偏差）·描述统计·频率

分布直方图：小矩形面积 = 频率，面积和 = 1 ·直方图读统计量：中位数（面积平分）、平
均数（组中值 × 频率）、众数区间（最高矩形）·百分位数：先排序 → i =

p

100
n → 非整数取

第 ⌈i⌉ 个，整数取第 i、i+ 1 平均·四分位数：Q1（第 25 百分位）、中位数（第 50）、Q3（第

75）→ 箱线图五数概括·中心与离散：平均数（总水平，怕极端值）·中位数（大多数）·众
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数（最常见）·方差 s2 =
1

n

∑
(xi − x̄)2（稳不稳）；标准差 s =

√
s2（同单位）·方差性质：加

c 不变，乘 k 乘 k2

关键公式速查

内容 要点

分层抽样 ni =
Ni

N
× n（人数比，不是层数比）

系统抽样 间隔 k =

⌊
N

n

⌋
，首个体随机

直方图 频率 = 组距 × 高度（面积）；面积和 = 1
直方图估计 中位数：面积平分线；平均数：

∑
(组中值×频率)

百分位数 排序 → i =
p

100
n → 非整数取第 ⌈i⌉ 个；整数取第 i、i+ 1 平均

平均数 x̄ =
1

n

∑n
i=1 xi

方差 s2 =
1

n

∑n
i=1(xi − x̄)2 =

1

n

∑
x2
i − x̄2

标准差 s =
√
s2

方差性质 加 c 不变；乘 k 方差乘 k2、标准差乘 |k|
指标选择 总水平用平均、大多数用中位、最常见用众数

分层练习

A 基础层

• 判断：从 500 名学生中随机抽取 50 名进行体质测试，属于哪种抽样方法？说明理由。

• 某校高一 600 人、高二 500 人、高三 400 人，采用分层抽样抽取样本量 90。各年级应各
抽多少人？

• 某样本 40 人体重分组（kg，组距 5）：[40, 45)：4，[45, 50)：8，[50, 55)：12，[55, 60)：10，
[60, 65)：6。求各组频率；估计中位数；求体重不低于 55 kg 的人数（估计）。

• 已排序的 15 个数据：10, 12, 15, 18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 32, 35, 38, 40。求第 80 百分位
数。

• 求数据 2, 4, 6, 8, 10 的方差与标准差。

• 某班 30 人，29 人考了 60 分，1 人考了 100 分。求平均分与中位数，说明“平均分”为
何有误导性。

• 总体 1000 个个体编号 1～1000，用系统抽样抽 100 个，第一段抽中 4。写出样本中的最
后一个编号。

• 甲组数据方差为 4，乙组数据是甲组每个数乘 2 再加 10 得到的。求乙组数据的方差。

B 应用层

第 53页



• 某校按年级分层抽样，样本量为 160，其中高二抽出 60 人，高二级共有 450 人。求全校
人数。

• 用 A3 的 40 人体重数据（累积频率 $0.10, 0.30, 0.60, 0.85, 1.00$）估计第 80 百分位数。

• 甲组 5 个数据方差为 4；乙组数据由甲组每个数加 10 后乘 2 得到，求乙组方差。

• 甲、乙两班数学成绩：甲班平均 85 分、方差 16；乙班平均 82 分、方差 4。评价两个班
“谁学得更好、更稳定”。

C 拓展层

• 右偏数据 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 50。求平均数与中位数，并说明为什么会出现“平均远大于

中位数”。

• 数据 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 30。求五数概括，指出可能的离群点，并解释它如何影响平

均数与中位数。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 3.1：同意第二种。第一种只查“我们小区”，全体 500户无法代表全市（可能全是年轻人
或全是老年人）；第二种按区分层、每层随机抽，兼顾了各区差异，样本更有代表性。样
本量小但代表性强的样本，胜过量大但偏的样本。

• 3.2：不合理。只取前 20 名，学号靠前的同学被“锁定”中签、靠后的必定落选，概率不
相等，不是随机抽样。应编号后用抽签法或随机数法抽取。

• 3.3：20

80
=

1

4
，即高三占全校的

1

4
，全校人数 = 400÷ 1

4
= 1600。

• 3.4：k =
1000

100
= 10；第 3个编号 = 8+2× 10 = 28；最后一个编号 = 8+99× 10 = 998。

• 3.5：组距 5；频率依次为 $0.10, 0.20, 0.30, 0.25, 0.15；不低于55kg的频率= 0.25 + 0.15
= 0.40，人数= 40× 0.40 = 16$。

• 3.6：累积频率 $0.10, 0.30, 0.60，0.5落在[50, 55)内，中位数≈ 50+
0.5− 0.30

0.30
× 5 = 50+

0.2

0.3
× 5 ≈ 53.3$（kg）。

• 3.7：第 60 百分位：0.6 × 20 = 12（整数）→ 70 + 72

2
= 71；第 90 百分位：0.9 × 20 =

18（整数）→ 88 + 90

2
= 89。

• 3.8：Q1：0.25× 10 = 2.5 → 第 3 个，为 7；中位数：0.5× 10 = 5（整数）→ 8 + 10

2
=

9；Q3：0.75× 10 = 7.5 → 第 8 个，为 18。
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• 3.9：平均分 =
29× 60 + 100

30
=

1840

30
≈ 61.3；中位数 = 60。对“大多数同学”说话应引

用中位数 60（29 人都考了 60 分）。

• 3.10：x̄ = 3；方差 =
4 + 1 + 0 + 1 + 4

5
= 2；标准差

√
2 ≈ 1.41。

• 3.11：乘 −2：方差乘 (−2)2 = 4 → 新方差 = 3× 4 = 12；加 1 不改变方差。故新方差为
12。

各节练习答案

• 3.1 节：1. 简单随机抽样、分层抽样、系统抽样。2. 高一 300/720 × 60 = 25，高二

240/720× 60 = 20，高三 180/720× 60 = 15（和为 60 ✓）。3. k = 10，最后编号 4+ 99×
10 = 994。4. 操场上拦人只代表“当时在操场活动”的学生（偏样），且未随机。应编号
后分层（如按年级）随机抽取。

• 3.2 节：1. 频率 = 高度 × 组距：0.10, 0.20, 0.30, 0.25, 0.15；第 4 组频率 0.25，频数

= 100 × 0.25 = 25。2. 频率 = 0.20, 0.30, 0.50，面积和 = 0.2 + 0.3 + 0.5 = 1 ✓。
3. 第五个频率 = 1 − (0.10 + 0.25 + 0.35 + 0.15) = 0.15。4. 累积频率 $0.10, 0.30,
0.60，0.5落在第3组（对应区间[50, 55)$，若以 A 数据计即第 3 个分组）。

• 3.3 节：1. 排序 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10，0.6×10 = 6（整数）→ 6 + 7

2
= 6.5。2. Q1：0.25×

5 = 1.25 → 第 2 个，15；中位数：0.5× 5 = 2.5 → 第 3 个，18；Q3：0.75× 5 = 3.75 →
第 4 个，20。五数概括 12, 15, 18, 20, 25。3. 大约超过 90% 的同学；若是中位数，则约一

半同学在你前面、一半在你后面。

• 3.4 节：1. 3, 5, 7：平均 5，方差 =
4 + 0 + 4

3
=

8

3
；1, 5, 9：平均 5，方差 =

16 + 0 + 16

3
=

32

3
。第一组更稳定。2. 加 5 方差不变；原方差：平均 8，离均 −4,−2, 0, 2, 4，方差 =

16 + 4 + 0 + 4 + 16

5
= 8。3. 平均 =

9× 3000 + 30000

10
= 5700（元），中位数 3000 元；描

述“大多数员工”用中位数。4. 乘 3 → 方差 = 4× 9 = 36；加 10 不变。故乙组方差为
36。

A1：简单随机抽样——编号后随机抽取，每个学生被抽到的机会均等。

A2：高一 600/1500 × 90 = 36；高二 500/1500 × 90 = 30；高三 400/1500 × 90 = 24（和 90
✓）。

A3：频率 $0.10, 0.20, 0.30, 0.25, 0.15；中位数：累积$0.10, 0.30, 0.60，0.5 落 [50, 55)，≈ 50+
0.2

0.3
× 5 ≈ 53.3（kg）；不低于 55 kg：40× 0.40 = 16（人）。

A4：0.8× 15 = 12（整数）→ 32 + 35

2
= 33.5。

A5：x̄ = 6；方差 =
16 + 4 + 0 + 4 + 16

5
= 8；标准差 2

√
2 ≈ 2.83。

A6：平均 ≈ 61.3 分、中位数 60 分。一个 100 分把平均拉高，而 29 人的真实水平是 60 分，
故用中位数更真实。
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A7：4 + 99× 10 = 994。

A8：乘 2 → 方差 4× 4 = 16；加 10 不变。故为 16。

B9： 60

160
=

3

8
，全校 = 450÷ 3

8
= 450× 8

3
= 1200。

B10：第 80 百分位：累积频率 0.60 < 0.8 < 0.85，落 [55, 60)，≈ 55 +
0.8− 0.60

0.25
× 5 = 55 +

4 = 59（kg）。

B11：加 10 不变，乘 2 → 方差 = 4× 4 = 16。

B12：甲班平均分更高；但乙班方差小得多，说明乙班成绩更稳定、两极分化小。评价不能只
看平均分，要“平均 + 方差”一起看。

C13：平均 =
45 + 50

10
= 9.5，中位数 =

5 + 6

2
= 5.5。一个 50 把平均数拉到 9.5，而一半数据

不超过 5.5——右偏（长尾在右）时平均数被极端值拉高、中位数抗极端值，故 x̄ > Me。

C14：排序后 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 30。Q1：0.25× 10 = 2.5 →第 3个，6；中位数：8 + 9

2
=

8.5；Q3：0.75 × 10 = 7.5 → 第 8 个，11。五数概括：2, 6, 8.5, 11, 30。30 明显远离 Q3 = 11，

是可能的离群点；它把平均数拉到 x̄ = 10，却几乎不影响中位数 8.5。
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第四章 两个变量是“伙伴”还是“路人”：
成对数据的统计分析

章首情境

4.1 相关关系：是“伙伴”还是“路人”

4.1.1 相关关系与函数关系

学习目标

• 能区分函数关系、相关关系与无关系；

• 理解相关关系“有趋势但不确定”的特点；

• 理解“相关 ̸= 因果”并会找背后的共同原因。

前置复习：正方形的边长 a 与面积 S 的关系是什么？给定边长能确定面积吗？

新知：三种关系

两个变量之间的关系大致分三类：

• 函数关系：一个变量完全确定另一个变量，如电压 U、电流 I、电阻 R 满足 U = IR（R

固定时 U 由 I 完全确定）；

• 相关关系：一个变量变化时，另一个变量有变化趋势，但同一个 x 可以对应多个 y，如

身高与体重；

• 无关系：两变量看不出任何相互影响，如今天的气温与明天的彩票开奖号码。

例题 4.1

（判断关系类型，对抗 M1）

判断下列每组变量之间是函数关系、相关关系还是无关系：
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（1）电压一定时，电路中的电流与电阻；（2）某班同学的身高与体重；（3）某市七月的冰
淇淋销量与溺水人数；（4）某天凌晨的气温与当天彩票开奖号码。

解：（1）函数关系——欧姆定律 I =
U

R
，给定电阻，电流被完全确定。（2）相关关系——身

高高的人体重通常也重（趋势），但同一身高对应不同体重（不确定）。（3）相关关系——两
者同步上涨，但没有谁导致谁：背后是共同原因“夏天到了”（天热大家吃冰淇淋，天热大家
爱下水游泳）。（4）无关系——气温与彩票开奖互不影响。

Try It 4.1：判断：圆的半径与面积（　）；学习时长与数学成绩（　）；你每天的心情与你同
桌的鞋码（　）。

想一想（呼应第 3 章）：第 3 章说过“样本代表性是统计推断的生命线”。现在想：“身高中
等的人体重不一定中等”——这正是相关关系的不确定性。如果样本没有代表性（比如只统

计了篮球队队员），你看到的“身高—体重”关系还真实吗？——关系是真是假，先看样本可
不可信。

4.1.2 散点图：先看图再算数

学习目标

• 会画散点图；

• 会从散点图读出方向、形状、强度、离群点；

• 记住“任何回归计算前先画散点图”的铁律。

前置复习：平面直角坐标系里，点 (2, 3) 怎么找？横轴竖轴各表示什么？

新知：散点图与读图四问

把每对数据 (xi, yi) 作为平面直角坐标系中的点描出来，得到的图叫散点图。读图看四件
事：

• 方向：点云从左下斜向右上 → 正相关；从左上斜向右下 → 负相关；横向铺开 → 无明
显相关；

• 形状：点是否大致排成一条直线？若是“直线”才有资格谈线性相关；

• 强度：点离一条直线近不近？越近，线性关系越强；

• 离群点：有没有个别点偏离整体云团？它可能藏着故事（记错数据？特殊人群？）。

铁律：任何回归计算之前，先画散点图。数据明明是弯的，还硬套一条直线，“相关系数”再
漂亮也是白搭。

例题 4.2

（读散点图）
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某班 8 名同学的数学成绩 x（分）与物理成绩 y（分）的散点图（示意）中，点的云团从

左下斜向右上，且点都紧挨着一条直线；只有一名同学的点明显“掉队”——数学 92 分而物
理只有 40 分。

（1）指出这组数据的相关方向；（2）指出其大致强度；（3）那个“掉队”的点叫什么？可
能是什么原因？

解：（1）点云从左下到右上 → 正相关，数学成绩高的同学物理成绩通常也高。（2）点紧挨直
线 → 线性相关较强（r 应接近 1）。（3）这个“掉队”的点叫离群点。可能原因：该同学物理
考试当天生病发挥失常、或数据录入错误——需要核对，不能直接删掉。

Try It 4.2：某研究统计了 10 名高三学生“每天睡眠小时数”与“次日课堂犯困次数”，散点
图的点云从左上斜向右下。判断这组数据的相关方向，并说明“睡得多所以犯困少”这个说

法成立吗？（提示：只凭相关，能不能断言因果？）

想一想（对抗 M2）：有一组数据满足 y = (x − 3)2（抛物线），x 取 1, 2, 3, 4, 5。它的散点图

是标准的 U 形。这时如果硬算线性相关系数，会得到 r ≈ 0。小强说：“r ≈ 0，所以这两个变

量没关系。”对吗？——r 只刻画“线性”相关；U 形关系是“曲线相关”，r 根本量不出来。
|r| 接近 0 只能说“没有线性相关”，不能说“没有关系”。

4.1.3 相关系数 r：方向与强度

学习目标

• 掌握相关系数 r 的计算公式；

• 理解 r 的性质：−1 ≤ r ≤ 1，符号定方向，|r| 定强度；

• 会用 r 判断线性相关的强弱。

前置复习：计算 (1− 2)2、(3− 3)2、(5− 4)2 各等于多少。

新知：相关系数

设 n 组数据 (x1, y1), . . . , (xn, yn)，样本均值分别为 x̄、ȳ，则相关系数

r =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
√∑n

i=1(yi − ȳ)2

性质：

• −1 ≤ r ≤ 1 恒成立；

• r > 0：正相关；r < 0：负相关——符号决定方向；

• |r| 越接近 1，线性关系越强；越接近 0 越弱——|r| 决定强度；

• r = ±1：所有点恰好在一条直线上；r = 0：无线性相关（仍可能有曲线相关）。
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经验约定：|r|≥ 0.75 强相关；0.3 ≤ |r|< 0.75 中等相关；|r|< 0.3 弱相关（近似无线性相

关）。

例题 4.3

（计算相关系数）

4 名同学的数学周测成绩 x 与物理周测成绩 y 如下：

x 1 2 3 4

y 2 3 5 4

求这组数据的相关系数 r。

解：x̄ =
1 + 2 + 3 + 4

4
= 2.5，ȳ =

2 + 3 + 5 + 4

4
= 3.5。

xi − x̄ −1.5 −0.5 0.5 1.5

yi − ȳ −1.5 −0.5 1.5 0.5

乘积 2.25 0.25 0.75 0.75

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ) = 2.25 + 0.25 + 0.75 + 0.75 = 4；

∑
(xi − x̄)2 = 2.25 + 0.25 + 0.25 +

2.25 = 5；
∑

(yi − ȳ)2 = 2.25 + 0.25 + 2.25 + 0.25 = 5。

r =
4√

5×
√
5
=

4

5
= 0.8

答：r = 0.8，属于强正相关（|r|≥ 0.75）。

Try It 4.3：数据 (1, 3), (2, 5), (3, 7), (4, 9)。求 r。（提示：这组数据恰好在直线 y = 2x+1 上）

想一想（对抗 M3）：甲研究得 r = 0.9，乙研究得 r = −0.95。小刚说“甲的相关更强，因为

0.9 比 −0.95 大”。对吗？——比强度要比 |r|：|−0.95|= 0.95 > 0.9，乙的线性关系更强。负

相关不是“坏”相关，只是方向相反。

本节练习（答案见章末）

• 判断下列各组变量的关系类型：圆的半径与周长（　）；每天的学习时长与数学成绩（　）；
气温与冷饮销量（　）。

• 某研究显示“阅读量高的学生数学成绩也高”。能据此说“多读书能提高数学成绩”吗？
说明理由。

• 三幅散点图：甲，点云从左下到右上且很密集；乙，点云横向铺开；丙，点云从左上到右
下且很稀疏。分别判断相关方向与大致强度。

• 某散点图的点几乎都贴成一条向右上倾斜的直线。r 大约接近多少？
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4.2 回归：用一条线做预测

4.2.1 回归直线与最小二乘

学习目标

• 理解回归直线 ŷ = bx+ a 的含义（ŷ 是预测值）；

• 掌握最小二乘的思想与 b、a 的计算公式；

• 掌握核心性质：回归直线必过样本中心 (x̄, ȳ)。

前置复习：一次函数 y = kx+m 的图象是什么？k 表示什么？

新知：回归直线与最小二乘

设样本点为 (xi, yi)，我们希望找一条直线 ŷ = bx+ a 来“预测”y。点 i 的残差为

ei = yi − ŷi = yi − (bxi + a)

它是观测值减去预测值的纵向距离。最小二乘法就是选 a、b，使残差平方和

n∑
i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − bxi − a)2

最小。此时

b =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
, a = ȳ − bx̄

核心性质：回归直线必过样本中心点 (x̄, ȳ)——把 x = x̄ 代入得 ŷ = bx̄+ a = ȳ ✓。

How To：求回归方程五步

• 算 x̄、ȳ；

• 列每对 (xi − x̄)、(yi − ȳ)；

• 求分子 Sxy =
∑

(xi − x̄)(yi − ȳ) 与分母 Sxx =
∑

(xi − x̄)2；

• 算 b =
Sxy

Sxx

，再算 a = ȳ − bx̄；

• 写出 ŷ = bx+ a，并用样本中心检验是否在线上。

例题 4.4

（求回归方程并预测）

某商场统计了 5 个月的广告费 x（万元）与销售额 y（万元）：
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x 2 3 4 5 6

y 28 33 39 42 48

（1）求回归方程 ŷ = bx+ a；（2）预测广告费为 7 万元时的销售额。

解：（1）x̄ =
2 + 3 + 4 + 5 + 6

5
= 4，ȳ =

28 + 33 + 39 + 42 + 48

5
= 38。

xi − x̄ −2 −1 0 1 2

yi − ȳ −10 −5 1 4 10

乘积 20 5 0 4 20

(xi − x̄)2 4 1 0 1 4

Sxy = 20 + 5 + 0 + 4 + 20 = 49，Sxx = 4 + 1 + 0 + 1 + 4 = 10，

b =
49

10
= 4.9, a = 38− 4.9× 4 = 38− 19.6 = 18.4

回归方程为 ŷ = 4.9x+18.4。检验：把中心 (4, 38) 代入，4.9× 4+ 18.4 = 19.6+ 18.4 = 38 ✓，
直线过样本中心。

（2）当 x = 7 时，ŷ = 4.9× 7 + 18.4 = 34.3 + 18.4 = 52.7（万元）。答：预测销售额约为

52.7 万元。

Try It 4.4：数据 (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6)。求回归方程，并预测 x = 5 时的 ŷ。（提示：x̄ =

2.5，ȳ = 3.5）

想一想（对抗 M4）：例题 4.4的回归线 ŷ = 4.9x+18.4过原点吗？过任何一个原始数据点吗？

——不过原点（x = 0时 ŷ = 18.4 ̸= 0），也不一定过某个数据点（(2, 28)处预测值是 28.2）。回
归直线唯一保证经过的是样本中心 (x̄, ȳ)。初中“正比例函数过原点”的印象在这里不适用。

4.2.2 残差与外推

学习目标

• 会计算残差 ei = yi − ŷi 并判断哪个点拟合最差；

• 理解残差是“纵向距离”，不是“错误”；

• 理解内插可预测、外推不可靠。

前置复习：把 x = 5 代入 ŷ = 4.9x+ 18.4，得到多少？若实际观测值是 42，预测误差是多少？

新知：残差与外推

• 残差 ei = yi − ŷi：点在回归线上方残差为正（线“低估”了它），下方为负。|ei| 越大，这
个点偏离回归线越远，即该点拟合越差。

• 内插与外推：回归直线只对样本数据 x 的取值范围内做预测才可靠（内插）；把 x 取到

范围之外去预测（外推），因为没有数据支撑，很可能离谱。
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例题 4.5

（残差分析，对抗 M11）

利用例题 4.4 的回归方程 ŷ = 4.9x+ 18.4：

（1）求 5 个样本点的残差；（2）哪个点拟合最差？（3）用该方程预测 x = 10 时的销售额，

合理吗？

解：（1）预测值依次为 $28.2, 33.1, 38, 42.9, 47.8（如x=2时ŷ = 4.9× 2+ 18.4 = 28.2$），残差为

28− 28.2 = −0.2, 33− 33.1 = −0.1, 39− 38 = 1, 42− 42.9 = −0.9, 48− 47.8 = 0.2

（2）|ei|分别为 $0.2, 0.1, 1, 0.9, 0.2，最大的是|-0.9|，即x = 5这个点拟合最差（但也只偏了0.9$
万元，整体拟合不错）。（3）x = 10 已超出样本范围 x ∈ [2, 6]，属外推，没有数据支撑，不合
理。

Try It 4.5：回归方程 ŷ = 1.6x− 0.5，样本点 (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6)。求各点残差，指出拟

合最差的点。

想一想（对抗 M12）：若某组数据的 r = −0.8，它的回归直线斜向哪边？——回归斜率 b 与

r 同号：r < 0 则 b < 0，直线从左到右下降。r 的正负和 b 的正负不可能相反，这正是“方向

一致”的体现。

本节练习（答案见章末）

• 已知回归直线过样本中心 (3, 7)，斜率 b = 2。求 a 并写出回归方程。

• 样本数据中 x ∈ [40, 60]，回归方程 ŷ = 0.6x+ 10。用它对 x = 100 做预测合理吗？为什

么？

• 回归方程 ŷ = 2x+ 1，观测点 (1, 2), (2, 5), (3, 7), (4, 8)。求各残差，指出拟合最差的点。

• 某组数据 r = −0.8，画出回归直线的大致方向（上升/下降），并说明理由。

4.3 独立性检验：证据够不够

4.3.1 列联表与期望频数

学习目标

• 会完善 2× 2 列联表（三线合计校验）；

• 会按公式求期望频数 E =
行合计×列合计

总人数
；

• 理解期望频数代表“假设两变量无关”时应该出现的频数。
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前置复习：200× 110÷ 200 =? 　 100× 90÷ 200 =?

新知：列联表与期望频数

把两个分类变量的数据按两个类别交叉排成的表叫列联表（2 × 2 列联表）。制作时行合
计、列合计、总合计必须三线对应。

在“两变量无关”的假设（称为原假设）下，某一格的期望频数应为

E =
该格所在行的合计×该格所在列的合计

总人数

它的直观含义：如果锻炼与近视无关，那么“经常锻炼且近视”的比例就应该等于“经常

锻炼的比例 × 近视的比例”（乘法原理），据此折算的人数就是期望值。

例题 4.6

（完善列联表与求期望，对抗 M8、M9）

某商场就“是否支持新的会员方案”对 100 名顾客作调查，得到不完整的 2 × 2 列联表

（频数）：

支持 反对 合计

方案 A 30 20 50
方案 B
合计 70 100

（1）补全列联表；（2）求四格的期望频数。

解：（1）先看合计线：支持列合计 70，方案 A 支持 30，故方案 B 支持 = 70− 30 = 40；方

案 B 合计 = 100− 50 = 50，故方案 B 反对 = 50− 40 = 10；反对列合计 = 20 + 10 = 30，且

30 + 70 = 100 ✓（三线校验通过）。

支持 反对 合计

方案 A 30 20 50
方案 B 40 10 50
合计 70 30 100

（2）在原假设（“方案与态度无关”）下：E(方案 A, 支持) =
50× 70

100
= 35；E(方案 A, 反对) =

50× 30

100
= 15；E(方案 B, 支持) =

50× 70

100
= 35；E(方案 B, 反对) =

50× 30

100
= 15。

Try It 4.6：某校 70 名学生，其中男生 40 人、女生 30 人；会打篮球的共 35 人（其中男生
20 人）。完善列联表，并求“男生且会打篮球”这一格的期望频数。

4.3.2 χ2统计量与结论

学习目标
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• 掌握 χ2 统计量公式：χ2 =
∑ (观测−期望)2

期望
；

• 会用 χ2 与临界值比较并下规范结论；

• 掌握比较方向：χ2 大于临界值才拒绝“无关”。

前置复习：
(40− 55)2

55
等于多少？（提示：先算 40− 55）

新知：χ2 统计量与比较规则

χ2 =
∑ (观测频数−期望频数)2

期望频数

对 2× 2 列联表，四格全部代入求和即得 χ2。判断规则（临界值表）：在显著性水平 α =

0.05 下临界值 k = 3.841；α = 0.01 下 k = 6.635。

• 若 χ2 > k：拒绝原假设（原假设 = “两变量无关”），认为“两变量有关联”，犯错误的
概率不超过 α；

• 若 χ2 ≤ k：不拒绝原假设，没有充分证据认为两变量有关联。

例题 4.7

（计算 χ2 并下结论，对抗 M6）

为研究锻炼习惯与近视是否有关，调查了 200 名学生，得到列联表：

近视 不近视 合计

经常锻炼 40 60 100
很少锻炼 70 30 100
合计 110 90 200

（1）求四格期望频数；（2）计算 χ2；（3）在 α = 0.05、α = 0.01 下分别下结论。

解：（1）E(经常, 近视) =
100× 110

200
= 55；E(经常, 不近视) =

100× 90

200
= 45；E(很少, 近视) =

55；E(很少, 不近视) = 45。（2）

χ2 =
(40− 55)2

55
+

(60− 45)2

45
+

(70− 55)2

55
+

(30− 45)2

45
=

225

55
+

225

45
+

225

55
+

225

45

= 2× 225

55
+ 2× 225

45
≈ 2× 4.09 + 2× 5 = 18.18

（3）χ2 ≈ 18.18。与 α = 0.05 的临界值 3.841 比：18.18 > 3.841，拒绝原假设；与 α = 0.01 的

临界值 6.635 比：18.18 > 6.635，仍拒绝。结论（规范表达）：在犯错误的概率不超过 0.01 的
前提下，认为锻炼习惯与近视状况有关联——很少锻炼的学生中近视的比例明显更高。

Try It 4.7（对抗 M6）：某调查算得 χ2 = 5.02，临界值取 3.841。是否拒绝“两变量无关”？

用规范语言下结论。
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想一想（对抗 M7）：另一项调查算得 χ2 = 2.1 < 3.841。小亮说“所以这两个变量没有关系”。

这么说对吗？——不对。规范说法是：没有充分证据认为两变量有关联。“证据不足”不等于
“证明了无关”，就像“没找到外星人”不等于“证明没有外星人”。结论的力度要和证据的强

度匹配。

本节练习（答案见章末）

• 两家奶茶店各调查了 60 名、40 名顾客的满意度，得列联表：

满意 不满意 合计

甲店 45 15 60
乙店 25 15 40
合计 70 30 100

求期望频数，计算 χ2，并在 α = 0.05（临界值 3.841）下下结论。

• 某调查算得 χ2 = 5.02，临界值 3.841。是否拒绝“两变量无关”？为什么？

• 某调查算得 χ2 = 2.1 < 3.841。用规范语言下结论（注意：不能写“无关”）。

本章回顾

概念地图

·成对数据统计分析：回答“两变量有没有关系、多强、能否预测”·关系类型：函数（确

定）·相关（趋势不确定）·无关·相关 ̸= 因果（共同原因可能藏在背后）·散点图：方向 / 形
状 / 强度 / 离群点（先看图再算数）·相关系数 r：符号定方向、|r| 定强度；r = 0 只说明无

线性相关·回归直线：ŷ = bx + a（最小二乘：残差平方和最小）·b =
Sxy

Sxx

，a = ȳ − bx̄，必

过样本中心 (x̄, ȳ) ·残差 ei = yi − ŷi（纵向距离）；内插可靠、外推危险·独立性检验：列联

表 → 期望 E =
行×列
总

→ χ2 =
∑ (O − E)2

E
→ 大则拒绝“无关”·规范结论：在犯错误概

率不超过 α 的前提下认为有关联 / 没有充分证据

关键公式速查

内容 要点

相关系数 r =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

(xi − x̄)2
√∑

(yi − ȳ)2

回归斜率 b =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)∑

(xi − x̄)2

回归截距 a = ȳ − bx̄（直线必过 (x̄, ȳ)）
回归方程 ŷ = bx+ a；只内插、不外推
残差 ei = yi − ŷi

期望频数 E =
行合计×列合计

总人数

χ2 χ2 =
∑ (观测−期望)2

期望
；χ2 > k 才拒绝“无关”

临界值 α = 0.05 时 k = 3.841；α = 0.01 时 k = 6.635
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分层练习

A 基础层

• 判断下列各组变量属于函数关系、相关关系还是无关系：年龄与身高（　）；电压与电流
（电阻一定）（　）；天气与彩票号码（　）。

• 有三幅散点图的描述：甲，点云从左下到右上且很密集；乙，点云横向铺开；丙，点云从
左上到右下且很稀疏。判断 r 大致为正值、负值还是接近 0。

• 甲研究 r = 0.9，乙研究 r = −0.95。谁的线性相关更强？为什么？

• 求数据 (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6) 的回归方程，并预测 x = 5 时的 ŷ。

• 已知回归直线过样本中心 (4, 10)，斜率 b = 3。求 a。

• 完善列联表并校验合计：

男 女 合计

会打篮球 20 35
不会
合计 40 30 70

• 某调查 χ2 = 4.9，临界值 3.841。是否拒绝“两变量无关”？结论是什么？

• 某调查 χ2 = 2.8 < 3.841。用规范语言下结论。

B 应用层

• 某市统计了日最高气温 x（◦C）与当日全市用电量 y（万度）：

x 10 15 20 25 30

y 4 6 9 11 15

求回归方程，并预测气温 28 ◦C 时的用电量。

• 用第 9 题的回归方程计算各点残差，指出拟合最差的点。

• 某疫苗效果调查得到列联表（接种/未接种 × 感染/未感染，共 300 人）：接种者 200 人
中感染 20人；未接种者 100人中感染 40人。计算 χ2，并在 α = 0.01（临界值 6.635）下

下结论。

• 某项研究 χ2 = 5.2。在 α = 0.05 与 α = 0.01 下结论分别是什么？这说明了什么？

C 拓展层
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• 有两组数据，用最小二乘法算出的回归方程完全相同，但第一组散点图是明显的直线带，
第二组散点图是 U 形抛物线。有人认为“既然回归方程一样，就放心用第一组的结论预
测第二组”。请说明这个想法错在哪里。

• 一项观察研究发现“每天喝咖啡的人心脏病发病率更低”，于是有人宣称“喝咖啡能预防
心脏病”。请分析：这个结论能由观察数据直接得出吗？若要确认因果，应当怎么做？

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 4.1：圆的半径与面积——函数关系（S = πr2）；学习时长与数学成绩——相关关系；心

情与同桌鞋码——无关系。

• 4.2：负相关（睡得多、犯困少）。但“睡得多所以犯困少”这个因果说法不能由相关直接
断言——可能还有“作业量”“作息规律”等共同原因；要证明因果需控制变量做对照实

验。

• 4.3：x̄ = 2.5，ȳ = 6；分子 = (−1.5)(−3) + (−0.5)(−1) + 0.5× 1 + 1.5× 3 = 4.5 + 0.5 +

0.5 + 4.5 = 10；
∑

(x− x̄)2 = 5，
∑

(y − ȳ)2 = 9 + 1 + 1 + 9 = 20；r =
10√
5× 20

=
10

10
=

1。数据恰好在一条直线上，完全线性相关。

• 4.4：x̄ = 2.5，ȳ = 3.5；Sxy = (−1.5)(−2.5)+ (−0.5)(−0.5)+0.5× 0.5+1.5× 2.5 = 3.75+

0.25+ 0.25+ 3.75 = 8；Sxx = 5；b =
8

5
= 1.6，a = 3.5− 1.6× 2.5 = −0.5。回归方程 ŷ =

1.6x− 0.5；x = 5 时 ŷ = 1.6× 5− 0.5 = 7.5。

• 4.5：预测值依次为 $1.1, 2.7, 4.3, 5.9，残差为-0.1, 0.3, -0.3, 0.1；|e|最大为0.3，拟合最差的是x
= 2与x = 3$ 两个点。

• 4.6：补全后：会打篮球（男 20、女 15），不会（男 20、女 15），合计：男 40、女 30、总
70。期望频数 E(男生且会) =

40× 35

70
= 20。

• 4.7：χ2 = 5.02 > 3.841 → 拒绝原假设，在犯错误的概率不超过 0.05 的前提下，认为两

变量有关联。

各节练习答案

• 4.1 节：1. 圆的半径与周长——函数关系（C = 2πr）；学习时长与数学成绩——相关关

系；气温与冷饮销量——相关关系（背后可能有“季节”这一共同原因）。2. 不能。“相
关”只说明两者同步变化，不能说明谁导致谁——阅读量高和成绩好可能同受“学习习

惯好、家长重视”等共同原因影响；要确认因果需设计对照实验。3. 甲：正相关、较强
（r 接近 1）；乙：无明显相关（r ≈ 0）；丙：负相关、较弱（r 在 −0.3 附近）。4. 点几乎
贴成直线 → |r| 接近 1，方向向右上 → r ≈ 1。
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• 4.2 节：1. a = 7 − 2 × 3 = 1，回归方程 ŷ = 2x + 1。2. 不合理——x = 100 超出样本

范围 [40, 60]，属外推，无数据支撑。3. 预测值 3, 5, 7, 9，残差 −1, 0, 0,−1；|e| 最大为 1，
拟合最差的点是 x = 1 与 x = 4。4. 下降——r < 0，b 与 r 同号，斜率 b < 0，直线从左

到右下降。

• 4.3节：1. 期望：E(甲, 满意) =
60× 70

100
= 42，E(甲, 不满) =

60× 30

100
= 18，E(乙, 满意) =

40× 70

100
= 28，E(乙, 不满) =

40× 30

100
= 12。χ2 =

(45− 42)2

42
+
(15− 18)2

18
+
(25− 28)2

28
+

(15− 12)2

12
=

9

42
+

9

18
+

9

28
+

9

12
≈ 0.21 + 0.5 + 0.32 + 0.75 = 1.79。1.79 < 3.841 → 没有

充分证据认为两店满意度有关联。2. 拒绝——χ2 = 5.02 > 3.841，在犯错误概率不超过

0.05 的前提下认为有关联。3. χ2 = 2.1 < 3.841 → 没有充分证据认为两变量有关联（不
能说“无关”）。

A1：年龄与身高——相关关系（发育期有关联但不确定）；电压与电流——函数关系（U =

IR）；天气与彩票号码——无关系。

A2：甲 r > 0 且 |r| 较大（强正相关）；乙 r ≈ 0；丙 r < 0 且 |r| 较小（弱负相关）。

A3：乙更强——|−0.95|= 0.95 > |0.9|= 0.9，强度比绝对值，不看正负。

A4：ŷ = 1.6x− 0.5（计算同 Try It 4.4）；x = 5 时 ŷ = 7.5。

A5：a = 10− 3× 4 = −2。

A6：会打篮球（男 20、女 15）；不会（男 20、女 15）；合计男 40、女 30、总 70（三线校验
通过）。

A7：χ2 = 4.9 > 3.841 → 拒绝“无关”，在犯错误概率不超过 0.05 的前提下认为有关联。

A8：没有充分证据认为两变量有关联。

B9：x̄ = 20，ȳ = 9；Sxy = (−10)(−5) + (−5)(−3) + 0 + 5× 2 + 10× 6 = 50 + 15 + 0 + 10 +

60 = 135；Sxx = 250；b =
135

250
= 0.54，a = 9 − 0.54 × 20 = −1.8。ŷ = 0.54x − 1.8；x = 28

时 ŷ = 0.54× 28− 1.8 = 13.32 ≈ 13.3（万度）。

B10：预测值 $3.6, 6.3, 9, 11.7, 14.4，残差$0.4,−0.3, 0,−0.7, 0.6；|e| 最大为 0.7，拟合最差的

是 x = 25 的点。

B11：列联表：接种 200人（感染 20、未感染 180），未接种 100人（感染 40、未感染 60），合计
感染 60、未感染 240。期望：E(接种, 感染) =

200× 60

300
= 40，E(接种, 未感染) =

200× 240

300
=

160，E(未接种, 感染) =
100× 60

300
= 20，E(未接种, 未感染) =

100× 240

300
= 80。χ2 =

400

40
+

400

160
+

400

20
+

400

80
= 10 + 2.5 + 20 + 5 = 37.5。37.5 > 6.635 → 在犯错误概率不超过 0.01 的前

提下，认为接种与否和是否感染有关联（接种者感染率显著更低）。

B12：α = 0.05：5.2 > 3.841 → 拒绝“无关”，认为有关联；α = 0.01：5.2 < 6.635 → 没有充
分证据。同一个 χ2，显著性水平更严时结论可能翻转——结论的把握度要与证据强度匹配。

C13：回归方程相同只说明“在现有数据上拟合出的直线一样”，但第二组是 U 形，用直线预
测必然系统性偏差（中间高估、两端低估）。散点图决定“该不该用直线模型”——安斯库姆
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四重奏告诉我们：不同形状的数据可以算出几乎相同的回归线，必须看图选模型。

C14：不能。观察研究只能说明相关，不能排除共同原因（如“爱喝咖啡的人收入高、体检意
识强”）。要确认因果，应设计随机对照实验：随机分组、控制咖啡摄入、排除混杂因素，再
比较发病率。
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第五章 把现实装进模型：数学建模与拓展

章首情境

5.1 建模四步：从现实到数学再回现实

5.1.1 审题与建模：找变量、写定义域

学习目标

• 掌握建模流程四步法：审题 → 建模 → 求解 → 检验；

• 会从情境中找出自变量、因变量并写出现实定义域；

• 能根据数据规律初步判断模型类型。

前置复习：一个数每次乘
3

4
，第 0 次是 64，第 1 次、第 2 次分别是多少？

新知：建模四步法

• 第一步·审题：明确问题要什么 → 找自变量 x、因变量 y → 列出已知数据 → 写清变量
的现实定义域（人数必为整数、时间非负、质量有上限）。

• 第二步·建模：根据数据变化规律选函数模型（线性、指数、对数、分段⋯⋯）。

• 第三步·求解：用解方程、不等式、函数性质等算出数学结果。

• 第四步·检验与回写：结果符不符合现实？不符就回头改模型；最后把数学答案翻译回
现实语言。

例题 5.1

（完整四步：咖啡降温，对抗 M1、M2）

一杯 89◦C 的咖啡放在 25◦C 的房间里，每 2分钟测一次温度，得：t = 0, 2, 4, 6（min）时
T = 89, 73, 61, 52（◦C）。

（1）判断该用线性还是指数模型；（2）建立 T 关于 t 的模型；（3）预测 t = 8、t = 10 时

的温度；（4）检验模型是否合理。

第 71页



解：（1）先看 T 的差：−16,−12,−9——差在递减，不是线性。把“高出室温的部分”列出来：
T − 25 = 64, 48, 36, 27，相邻两项的比：

48

64
=

36

48
=

27

36
= 0.75——比恒定，选指数模型。（2）

设 T − 25 = c · at。t = 0 时 T − 25 = 64，得 c = 64；每 2 分钟乘一次 0.75，即 t 增加 2 时乘
0.75，所以

T − 25 = 64× (0.75)t/2, 即 T = 25 + 64×
(
3

4

)t/2

（3）t = 8：(0.75)4 =
81

256
= 0.316，64× 0.316 = 20.25，T ≈ 45.3◦C；t = 10：(0.75)5 =

243

1024
=

0.237，64× 0.237 = 15.19，T ≈ 40.2◦C。（4）检验：模型给的温度单调下降、且永远不低于
室温 25◦C（

(
3
4

)t/2 → 0），符合物理直觉；t = 8、10 都在实测时间附近，内插可靠。

Try It 5.1：某手机充满电后待机耗电，电量（%）每小时记录：100, 88, 77, 67, 58。判断应选

用什么模型（线性/指数/二次），并预测第 5 小时的剩余电量。（提示：先看差，再看“差的
差”）

例题 5.2

（定义域的现实约束，对抗 M2）

某商店每月销售 x 台打印机（x 为自然数），月利润 y = −x2 + 13x− 30（万元）。问：月

利润最大时卖出多少台？最大利润是多少？

解：先定定义域：利润非负要求 −x2 + 13x− 30 ≥ 0，即 (x− 3)(x− 10) ≤ 0，得 3 ≤ x ≤ 10；

又 x 为自然数，故 x ∈ {3, 4, . . . , 10}。y = −x2 + 13x− 30 的对称轴为 x =
13

2
= 6.5，顶点对

应利润 12.25 万元——但 x = 6.5 不是自然数，卖不了“半台”打印机！所以看 x = 6 与 x =

7：

y(6) = −36 + 78− 30 = 12, y(7) = −49 + 91− 30 = 12

答：卖出 6 台或 7 台时利润最大，最大利润 12 万元。

Try It 5.2：某旅行社组团旅游，x 人（x 为正整数）时人均费用为 800 − 10x 元，总收入

f(x) = x(800− 10x)。写出定义域并求最大收入。

5.1.2 求解与检验：算完要回头看

学习目标

• 会用“代入已知点看残差”做数值检验；

• 会用“定义域、单调性、量级常识”做现实检验；

• 理解“检验不过就回头改模型”的迭代思想。

前置复习：100× 42 与 100× 45 分别等于多少？

新知：检验的两道关

• 数值检验：把已知数据点代入模型，比较预测值与观测值，残差 ei = yi − ŷi 过大说明模

型不合适；
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• 现实检验：定义域/值域是否合理（人数不能为负、温度不能无限涨）、趋势是否符合常
识（人口不会永远指数增长，资源有限时增长必放缓）。

How To：检验三步

• 回代：把原始数据代回模型，看残差；

• 审边界：检查极端输入下模型的输出是否合理；

• 判趋势：长期趋势是否违背常识；不合理 → 回到建模步换模型或加约束，迭代。

例题 5.3

（指数模型的检验，对抗 M4、M6）

细菌培养实验，每 30 分钟计数一次：

t（h） 0 0.5 1 1.5 2

N（个） 100 200 400 800 1600

（1）建立 N 关于 t 的模型；（2）用模型预测 t = 5 时的数量；（3）检验这个预测是否现
实。

解：（1）相邻两次的比：200

100
=

400

200
= · · · = 2，每 30 分钟翻倍，故每小时乘 4，N = 100×

4t。（2）t = 5：N = 100× 45 = 100× 1024 = 102400（个）。（3）检验：把 t = 5 回代，预测值

102400 个——数量级上“离谱”吗？培养皿里的营养物是有限的，细菌数量不可能永远翻倍
增长。按这个模型，再往后 t = 10 就有 1.05× 108 个，早已溢出培养皿。现实检验不过关 →
应修正模型：当数量接近环境容量时增长率放缓，改用 S 型（逻辑斯蒂）模型。

Try It 5.3：某学生用线性模型预测某地 5 年后的常住人口，算得 P (5) = −3（万人）。这个

结果合理吗？该怎样检验和修正？

本节练习（答案见章末）

• 数据 x = 0, 1, 2, 3，y = 5, 8, 11, 14。判断模型类型并写出 y 关于 x 的解析式。

• 某旅行社：f(x) = x(800− 10x)，x 为正整数。写出定义域并求最大收入。

• 某模型预测某商品第 10个月的销量为 −8件。指出哪里不合理，并给出合理的处理方式。

5.2 模型选择：数据形状决定模型家族

5.2.1 差稳定还是比稳定

学习目标
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• 掌握“差稳定用线性、比稳定用指数”的判据；

• 了解二阶差恒定对应二次模型；

• 能对给定数据独立判断并说明依据。

前置复习：数列 3, 6, 12, 24 的相邻差与相邻比各是多少？

新知：增长模式判据

观察方式 规律 对应模型

后项 − 前项 ≈ 常数 每步“加同样多” 线性 y = kx+ b

后项 ÷ 前项 ≈ 常数 每步“乘同样多” 指数 y = c · ax

差再差（二阶差）≈ 常数 增量本身在“匀速增加” 二次 y = ax2 + bx+ c

不同区间规律不同 边界处换规则 分段模型

How To：选模型三步

• 描点看图（第 4 章技能）：先看散点趋势；

• 算差与比：实际列两行，分别看“差”和“比”哪个稳定；

• 选模型并验证：定了类型再定参数，最后回代检验。

例题 5.4

（三组数据选模型，对抗 M3、M11）

判断下列三组数据各适合什么模型，并说明依据：

A：x = 1, 2, 3, 4, 5，y = 3, 5, 7, 9, 11；B：x = 1, 2, 3, 4, 5，y = 2, 4, 8, 16, 32；C：某通话套
餐，前 2 小时内每分钟 0.1 元，超过 2 小时后每分钟 0.08 元。

解：A：差为 2, 2, 2, 2 恒定 → 线性，y = 2x+ 1。B：比为 2, 2, 2, 2 恒定 → 指数，y = 2x。C：
前 2 小时每分钟 0.1 元（每小时 6 元），之后每分钟 0.08 元（每小时 4.8 元），规则在 2 小时
处改变 → 分段模型：y = 6x（0 ≤ x ≤ 2），y = 12+4.8(x− 2)（x > 2）。检验 C 的衔接：x =

2 时，第一段 y = 12，第二段 y = 12 + 0 = 12 ——断点处两段取值相等，衔接平滑 ✓。

Try It 5.4：数据 x = 1, 2, 3, 4，y = 1, 4, 9, 16。算差与二阶差，判断模型类型并写出解析式。

5.2.2 简单优于复杂：别让模型“过拟合”

学习目标

• 理解过拟合：拟合已知点很准、预测新点很糟；

• 理解“奥卡姆剃刀”：能用简单模型不用复杂模型；

• 会用“外推稳定性”比较模型优劣。
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前置复习：过 3 个不在同一直线上的点，可以画一条直线吗？可以画一条抛物线吗？

新知：过拟合与模型选择原则

• 拟合不等于预测：一个模型把已知点全都精确穿过（残差为 0），只能说明它“记住了”
已有数据；对没见过的数据预测得准不准，才是真本事。

• 过拟合：模型过于复杂，把噪声也“拟合”进去了，导致对新数据的预测反而更差。

• 奥卡姆剃刀：在解释力相当的情况下，选择更简单的模型。

例题 5.5

（过拟合对比，对抗 M5）

三个月的销量数据：(0, 1), (1, 2), (2, 1.5)（x 为月，y 为万件）。两个候选模型：

模型甲（线性）：ŷ甲 = 0.25x + 1.25；模型乙（二次，精确穿过三点）：y乙 = −0.75x2 +

1.75x+ 1。

（1）分别求两模型对三个已知点的残差平方和；（2）分别预测 x = 3 的销量；（3）哪个
模型更值得用？

解：（1）甲在三点处的预测为 $1.25, 1.5, 1.75，残差为-0.25, 0.5, -0.25，平方和= 0.0625 + 0.25
+ 0.0625 = 0.375$。乙精确穿过三点，残差全为 0，平方和为 0——拟合“更好”。（2）甲预
测：x = 3 时 ŷ甲 = 0.25 × 3 + 1.25 = 2（万件）；乙预测：y乙 = −0.75 × 9 + 1.75 × 3 + 1 =

−0.5（万件）——销量是负数，明显荒谬（数据一直为正且在增长）。（3）甲更值得用：虽然
它对已知点残差稍大，但对新点的预测合理稳定；乙“记住了”三个点，却在 x = 3 处剧烈

外摆，是典型的过拟合。

Try It 5.5：一个模型对已知 10 个点残差全为 0，但对第 11 个点预测出 1000 倍于正常量级
的值。这个模型哪里出了问题？应当怎么办？

本节练习（答案见章末）

• 数据 x = 1, 2, 3, 4，y = 1, 4, 9, 16。判断模型类型并写出解析式。

• 两组递增数据：甲组 3, 6, 9, 12，乙组 3, 6, 12, 24。分别属于什么模型？依据是什么？

• 某同学建了个高次多项式模型，对已知点拟合完美，但外推预测时结果忽大忽小。这说
明了什么？应当怎么办？

5.3 拓展·矩阵初步：多元关系的一张表

5.3.1 矩阵与基本运算

学习目标
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• 认识矩阵及其记号（行、列、m× n 型）；

• 掌握矩阵加法、数乘、乘法的运算法则；

• 知道矩阵乘法不满足交换律（AB ̸= BA）。

前置复习：1× 5 + 2× 0、3× 6 + 4× (−1) 分别等于多少？

新知：矩阵与运算

把数按行、列排成的矩形阵列叫矩阵，如 A =

(
a b

c d

)
是 2× 2 矩阵。

• 加法：同型矩阵对应元素相加；

• 数乘：每个元素都乘这个数；

• 乘法：A（m× n 型）与 B（n× p 型）可以相乘得 C（m× p 型），C 的第 i 行第 j 列元

素 = A 第 i 行元素与 B 第 j 列元素对应相乘后求和（“行乘列求和”）。

例题 5.6

（矩阵运算，对抗 M7、M8）

A =

(
1 2

3 4

)
，B =

(
5 6

0 −1

)
。求 A+B、2A、AB 与 BA，并比较 AB 与 BA。

解：A+B =

(
1 + 5 2 + 6

3 + 0 4 + (−1)

)
=

(
6 8

3 3

)
；2A =

(
2 4

6 8

)
。

AB：第 1 行第 1 列：1× 5 + 2× 0 = 5；第 1 行第 2 列：1× 6 + 2× (−1) = 4；第 2 行
第 1 列：3× 5 + 4× 0 = 15；第 2 行第 2 列：3× 6 + 4× (−1) = 14。

AB =

(
5 4

15 14

)

BA：第 1 行第 1 列：5× 1 + 6× 3 = 23；第 1 行第 2 列：5× 2 + 6× 4 = 34；第 2 行第
1 列：0× 1 + (−1)× 3 = −3；第 2 行第 2 列：0× 2 + (−1)× 4 = −4。

BA =

(
23 34

−3 −4

)

AB ̸= BA——矩阵乘法不满足交换律！这与数的乘法完全不同。另外注意乘法对“尺寸”有
要求：A（m× n）能乘 B（n× p）的前提是 A 的列数 = B 的行数。

Try It 5.6：A =

(
2 0

1 3

)
，B =

(
1 1

0 2

)
。求 A+B 与 AB。

5.3.2 线性方程组的矩阵形式

学习目标
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• 会把二元线性方程组写成矩阵形式 Ax = b；

• 理解“矩阵 = 一批线性关系的打包”。

前置复习：解方程组

2x+ 3y = 8

x+ 4y = 9
。

新知：方程组的矩阵形式

线性方程组 a11x+ a12y = b1

a21x+ a22y = b2

可以写成矩阵形式 (
a11 a12

a21 a22

)(
x

y

)
=

(
b1

b2

)

例题 5.7

（方程组矩阵形式）

把方程组

2x+ 3y = 8

x+ 4y = 9
写成矩阵形式，并验证解。

解：矩阵形式为 (
2 3

1 4

)(
x

y

)
=

(
8

9

)

解方程组：由 x = 9− 4y 代入第一式，2(9− 4y) + 3y = 8，得 −5y = −10，y = 2，x = 1。验

证（用矩阵乘法“还原”）：

(
2 3

1 4

)(
1

2

)
=

(
2× 1 + 3× 2

1× 1 + 4× 2

)
=

(
8

9

)
✓。

Try It 5.7：把方程组

x+ 2y = 5

3x+ y = 10
写成矩阵形式并求其解。

本节练习（答案见章末）

• A =

(
2 0

1 3

)
，B =

(
1 1

0 2

)
。求 A+B 与 AB。

• 把方程组

x+ 2y = 5

3x+ y = 10
写成矩阵形式并求其解。

• 判断：2× 3 矩阵与 3× 4 矩阵能否相乘？乘积是几行几列？2× 3 与 2× 3 呢？

第 77页



5.4 拓展·逻辑初步与数学史

5.4.1 命题、逆否命题与反证法

学习目标

• 理解命题、蕴含 p ⇒ q 与逆否命题；

• 知道原命题与逆否命题同真同假；

• 会用反证法证明简单命题。

前置复习：命题“若 x > 1，则 x2 > 1”是真的吗？它的逆命题是什么？

新知：命题与反证法

• 命题：可以判断真假的陈述句。蕴含 p ⇒ q 表示“若 p 则 q”；

• 逆否命题：把 p ⇒ q 的条件结论互换并都否定，得 ¬q ⇒ ¬p。原命题与逆否命题同真同
假（互为等价）；

• 反证法：要证 p，先假设 p 的反面成立，推出与已知条件或公理矛盾，从而证明 p 成立。

例题 5.8

（反证法，对抗 M9）

证明：若 n2 是偶数，则 n 是偶数（n 为整数）。

证明：反证。假设 n 不是偶数，即 n 是奇数，则 n = 2k + 1（k 为整数）。

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

这是“偶数 + 1”，仍是奇数，与已知“n2 是偶数”矛盾。故假设不成立，n 必为偶数。■

Try It 5.8：用反证法证明：若 a+ b 是奇数（a、b 为整数），则 a、b 一奇一偶。（提示：假

设 a、b 同奇或同偶会怎样？）

5.4.2 数学史与新技术：概念为什么这样长

学习目标

• 了解函数、统计相关等概念的历史由来；

• 理解“最小二乘”“相关”等名词的含义来源；

• 会解读软件/计算器的输出，并坚持“人判断原理”。

前置复习：第 4 章的残差平方和是什么？为什么用“平方”而不用“直接相减”？

新知：数学史是理解资源，不是背诵考点
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• 函数概念：从“变量说”（一个量随另一个量变）演进到“对应说”（集合间的一种对
应），“对应说”更精确，避免了“什么是变量”的含糊；

• 回归与相关：统计学家高尔顿研究父子身高时，发现极端身高会“向平均值回归”——
“回归”一词由此而来；“相关”（相关系数）由皮尔逊给出，衡量“同步变化”的强度；

• 最小二乘：为什么不直接用“残差之和”而用“残差平方和”？因为残差有正有负、会互
相抵消，平方让正负都变成正、且放大离得远的点——这也是第 4 章方差思想的来源。

例题 5.9

（新技术输出解读，对抗 M10）

某同学用软件对一组“投入—产出”数据做回归，软件输出：线性回归 ŷ = 2.1x + 3.5，

R2 = 0.96（拟合度很高）。但他在生成散点图时发现数据呈明显的 U 形弯曲。

（1）这个 R2 = 0.96 能说明线性模型合适吗？（2）应该怎么办？

解：（1）不能。R2 高只说明“在直线假设下拟合得好”，而散点图已经明明白白告诉你是 U
形——用直线去拟合弯的数据，R2 再高也是自欺欺人。（2）回到原理判断：放弃线性模型，
改选二次或分段模型，再重新拟合验证。工具负责“算”，“选什么模型、结论怎么读”始终
是人做的判断。

Try It 5.9：软件对某组数据输出指数拟合 N = 500 × 1.5t，R2 = 0.99。可你知道该场景是

“培养皿细菌”且营养早已耗尽。这个输出能直接用吗？为什么？

本节练习（答案见章末）

• 判断命题“若 x > 1，则 x2 > 1”的真假，并写出它的逆否命题。

• 用反证法证明：若 a+ b 是奇数（a、b 为整数），则 a、b 一奇一偶。

• 为什么“相关关系”不能改叫“因果关系”？（从数学史或统计含义角度说明）

本章回顾

概念地图

·建模四步：审题 → 建模 → 求解 → 检验（不过关回头改，闭环）·审题：找变量 + 写
清现实定义域（整数/非负/有限制）·建模：选模型（差稳定 → 线性；比稳定 → 指数；二阶
差恒定 → 二次；分段看断点）·求解：方程、不等式、函数性质、统计工具·检验：数值（残
差 ei = yi − ŷi）+ 现实（常识、量级、趋势）·原则：奥卡姆剃刀——简单优于复杂，防过拟
合·矩阵：数表打包；加法对应元素加、数乘逐个乘、乘法行乘列求和；AB ̸= BA·方程组

矩阵形式：Ax = b（一堆线性关系的打包）·逻辑：原命题 ⇔ 逆否命题；反证法 = 假设反面
推出矛盾·数学史与新技术：名字背后是故事；工具算、人判断

关键公式速查
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内容 要点

差判据 后项 − 前项 ≈ 常数 → 线性
比判据 后项 ÷ 前项 ≈ 常数 → 指数
二阶差 差再差 ≈ 常数 → 二次

指数冷却/增长 y = c · ax，0 < a < 1 衰减、a > 1 增长
检验 残差小 + 现实合理 + 内插不外推
矩阵乘法 行乘列求和；(m× n)(n× p) → m× p；AB ̸= BA 一般成立
逻辑 原命题 ⇔ 逆否命题
反证法 假设反面 → 推出矛盾 → 原命题成立

分层练习

A 基础层

• 数据 3, 6, 12, 24, 48。判断适合什么模型，说明依据。

• 用 24 m 长的栅栏围一块矩形菜地，设长为 x m。写出面积关于 x 的函数及定义域，并

求最大面积。

• 某模型预测某商品第 12 个月的销量为 −8 件。指出不合理之处。

• 计算：
(
1 3

2 0

)
+

(
4 1

1 5

)
。

• 计算：
(
1 2

3 4

)(
2 0

1 1

)
。

• 判断命题“若两个角是对顶角，则它们相等”的真假，并判断其逆命题“若两角相等，则
它们是对顶角”的真假。

• 把方程组

2x+ y = 7

x+ 3y = 11
写成矩阵形式并求其解。

• 两组递增数据：甲 5, 8, 11, 14，乙 5, 10, 20, 40。分别判断模型类型。

B 应用层

• 某产品年销量（万台）随年份数据：第 1～5 年依次为 5, 8, 13, 20, 29。判断模型类型，建

立模型并预测第 6 年销量。

• 某市居民用电阶梯电价：月用电 200 度及以内每度 0.5 元，超过 200 度的部分每度 0.8
元。写出月电费 y 与用电量 x 的分段函数，并计算小明家月用电 180 度、350 度各付多
少。检验分段函数在 x = 200 处是否衔接。

• 甲、乙两家餐厅的菜品单价（元）分别为：甲
(
12 15

)
，乙

(
10 18

)
；小明点菜量为

(
3

4

)
（第一样菜 3 份、第二样菜 4 份）。分别求两家餐厅的花费。

第 80页



• 某软件对一组数据输出线性回归，R2 = 0.99，但散点图呈明显的弯曲形状。这个结果能

否直接用？为什么？应当怎么做？

C 拓展层

• 某地区人口（万人）数据：第 0～6年依次为 100, 120, 144, 170, 190, 205, 215。前三年“比”

约为 1.2（指数增长），后三年“比”明显下降。这说明指数模型在该数据上出了什么问

题？应当如何修正？

• 用反证法证明：
√
2 不是有理数。（提示：可先用 5.4.1 例题 5.8 的结论：“若 n2 是偶数，

则 n 是偶数”）

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 5.1：差为 −12,−11,−10,−9 不恒定，但“差的差”为 1, 1, 1 恒定 → 二次模型。设 y =

at2 + bt+ c：由 y(0) = 100 得 c = 100；y(1) = a+ b+ 100 = 88，y(2) = 4a+ 2b+ 100 =

77，解得 a = 0.5，b = −12.5，模型为 y = 0.5t2 − 12.5t+100。t = 5 时 y = 12.5− 62.5+

100 = 50（%）。预测第 5 小时剩余电量约为 50%。

• 5.2：定义域：x 为正整数且 800− 10x ≥ 0，故 1 ≤ x ≤ 80。f(x) = −10x2 + 800x，对称

轴 x = 40（为整数，可取），fmax = f(40) = 40× 400 = 16000（元）。

• 5.3：不合理——人口不可能为负。检验：模型斜率应为正、值域应为正；应检查数据是
否线性（若数据增长放缓，应改指数或 S 型模型，并重新定参数）。

• 5.4：差为 3, 5, 7 递增，二阶差为 2, 2 恒定 → 二次模型，y = x2。

• 5.5：过拟合——模型把噪声也拟合进去了，对新数据剧烈失真。应改用更简单的模型（如
线性），用残差、外推稳定性重新评估。

• 5.6：A+ B =

(
3 1

1 5

)
；AB =

(
2 2

1 7

)
（第 1 行第 1 列 2× 1 + 0× 0 = 2；第 2 行第 2

列 1× 1 + 3× 2 = 7）。

• 5.7：矩阵形式
(
1 2

3 1

)(
x

y

)
=

(
5

10

)
。由 x = 5 − 2y 代入 3(5 − 2y) + y = 10，−5y =

−5，y = 1，x = 3。

• 5.8：反证：假设 a、b 同奇或同偶。若同偶，a + b 为偶数；若同奇，a + b = 2k + 1 +

2m+ 1 = 2(k +m+ 1) 也为偶数——都与“a+ b 为奇数”矛盾。故 a、b 一奇一偶。■

• 5.9：不能直接用——营养早已耗尽，指数增长在现实上不可持续（检验环节不过关）。应
结合背景改用 S 型模型；工具输出再漂亮，也要先过“现实检验”这一关。
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各节练习答案

• 5.1 节：1. 差为 3, 3, 3恒定→线性，y = 3x+5。2. 定义域：x正整数且 x ≤ 80；f(x) =

−10x2 + 800x，顶点 x = 40（整数），最大收入 f(40) = 40 × 400 = 16000 元。3. 销量
不可能为负——数值检验不过关。应检查模型与数据（可能数据是递增、模型斜率应为

正），修正模型或扩大样本重新拟合。

• 5.2 节：1. 二阶差恒定（3, 5, 7，再差 2, 2）→ 二次模型，y = x2。2. 甲组差 3, 3, 3 → 线
性；乙组比 2, 2, 2 →指数。依据：差稳定 vs比稳定。3. 过拟合——模型记住了噪声，外
推不可靠。应换简单模型（如线性/二次）重新拟合，并用外推预测的稳定性判断。

• 5.3 节：1. A + B =

(
3 1

1 5

)
；AB =

(
2 2

1 7

)
。2. 矩阵形式

(
1 2

3 1

)(
x

y

)
=

(
5

10

)
，解

x = 3，y = 1。3. 2× 3 与 3× 4 可乘（3 = 3），乘积为 2× 4；2× 3 与 2× 3 不可乘（3 ̸=
2）。

• 5.4 节：1. 真命题；逆否命题：“若 x2 ≤ 1，则 x ≤ 1”（也为真）。2. 反证：假设 a、b 同

奇或同偶，则 a+ b 为偶数，与“奇数”矛盾 → 一奇一偶。3. 相关只刻画“同步变化的
趋势”，不说明谁导致谁；因果需对照实验/控制变量等更强证据（第 4 章 M1 反例：冰
淇淋—溺水同涨因夏天）。从数学史上讲，“相关”由统计学家对“同步偏离”的度量而

得名，从未包含因果含义。

A1：比为 2, 2, 2, 2 → 指数模型。

A2：设长 x、宽 12 − x，S = x(12 − x) = −(x − 6)2 + 36，定义域 0 < x < 12；x = 6 时

Smax = 36（m2），即围成边长 6 m 的正方形。

A3：销量为负不合理——数值/现实检验不过关，应修正模型（检查数据趋势、换模型重新拟
合）。

A4：
(
5 4

3 5

)
。

A5：
(
1× 2 + 2× 1 1× 0 + 2× 1

3× 2 + 4× 1 3× 0 + 4× 1

)
=

(
4 2

10 4

)
。

A6：原命题真（对顶角必相等）；逆命题假（两个相等的角不一定是对顶角）。

A7：
(
2 1

1 3

)(
x

y

)
=

(
7

11

)
。由 y = 7− 2x代入 x+3(7− 2x) = 11，−5x = −10，x = 2，y =

3。

A8：甲差 3, 3, 3 → 线性；乙比 2, 2, 2 → 指数。

B9：差 3, 5, 7, 9 递增，二阶差 2, 2, 2 恒定 → 二次模型 y = x2 + 4（x = 1 时 5，x = 5 时 29

✓）。第 6 年预测：62 + 4 = 40（万台）。检验：回代五年的残差全为 0，二阶差恒定，模型合
理。
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B10：y =

0.5x, 0 ≤ x ≤ 200

100 + 0.8(x− 200), x > 200
。衔接：x = 200 时两段均为 100 ✓。180 度：

0.5× 180 = 90 元；350 度：100 + 0.8× 150 = 220 元。

B11：甲：12× 3 + 15× 4 = 96（元）；乙：10× 3 + 18× 4 = 102（元）。

B12：不能直接用——散点图弯曲说明“直线假设”本身错了，R2 再高也是拟合错了形状。应

改选二次/分段模型重新拟合；先看图再算数是铁律。

C13：前三年“比”稳定为 1.2 可用指数；后三年“比”降至 1.08 左右，说明增长放缓——

指数模型会无限增长，违背现实（资源、环境容量有限）。应修正为 S 型（逻辑斯蒂）模型：
初期指数、接近容量时放缓。

C14：假设
√
2 =

p

q
（p、q 为互质的正整数）。两边平方得 p2 = 2q2，故 p2 是偶数。由例题

5.8 的结论，p 是偶数，设 p = 2k，则 4k2 = 2q2，q2 = 2k2，q2 是偶数，q 也是偶数。于是 p、

q 都是偶数，与“p、q 互质”矛盾。故假设不成立，
√
2 不是有理数。■
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第六章 卷末综合检测

一、选择题（本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分）

Z1

某校食堂午餐设三类窗口：盖饭窗口有 4 种，面条窗口有 3 种，轻食窗口有 2 种。小明
只买一份午餐（只在一个窗口购买），则他不同的购买选择共有（　）种。

A. 9
B. 12
C. 24
D. 14

答案

A

解析

这件事“买一份午餐”，选到任何一个窗口中的任意一种都立即完成，属于分类问题，各

类互不重叠且覆盖全部，由分类加法计数原理得 N = 4 + 3 + 2 = 9。选 C 是误用乘法
（把三类当成“先⋯再⋯”的步骤）；选 B 误算为 4× 3；选 D 误算为 4 + 3+ 2+ 5 之类。

判据一句话：做完这一步“整件事完成了吗”——完成了就加，没完成才乘。

Z2

袋中有 3 个红球、2 个白球，除颜色外完全相同。从中不放回地任取 2 个球，则“恰好
取到 1 个红球、1 个白球”的概率为（　）。

A. 1

2

B. 3

5

C. 3

10

D. 2

5

答案

B
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解析

古典概型。取 2 个球的所有等可能结果数为 C2
5 = 10；“1 红 1 白”需分两步：先取红球

C1
3 种、再取白球 C1

2 种，由分步乘法计数原理共 C1
3 × C1

2 = 6 种。故 P =
6

10
=

3

5
。若

只取红或只取白，都会漏算“红白搭配”的两步选择。

Z3

(1 + 2x)5 的展开式中 x2 项的系数为（　）。

A. 40
B. 80
C. 10
D. 20

答案

A

解析

二项式定理。通项 Tr+1 = Cr
5 · 15−r · (2x)r = Cr

5 · 2r · xr。令 r = 2，得 x2 项系数 C2
5 ×

22 = 10× 4 = 40。选 B 是把 C2
5 误作 C3

5 = 10 再乘 23 = 8；选 C 忘了乘 2r；选 D 只取
了 C2

5 没取 22。注意：题目问的是系数（含数 2 的幂），不是只问组合数。

Z4

设随机变量 X 的分布列为 P (X = 1) = 0.4，P (X = 2) = 0.3，P (X = 3) = 0.3，则 D(X)

的值为（　）。

A. 0.61
B. 0.69
C. 0.81
D. 0.49

答案

B

解析

先求期望：E(X) = 1×0.4+2×0.3+3×0.3 = 1.9。再用公式 D(X) = E(X2)− [E(X)]2：

E(X2) = 12 × 0.4 + 22 × 0.3 + 32 × 0.3 = 0.4 + 1.2 + 2.7 = 4.3，D(X) = 4.3 − 1.92 =

4.3− 3.61 = 0.69。选 A 是误用 D(X) = E(X2)−E(X) = 4.3− 1.9 = 2.4 一类的错误变

形（忘记平方）；选 C、D 是计算错位。务必按“先期望、再平方期望、后作差”的顺序。

Z5
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某校高二年级学生的数学期末成绩近似服从正态分布 N(75, σ2)，已知 P (X ≥ 85) = 0.15，

则 P (65 ≤ X ≤ 75) 等于（　）。

A. 0.30
B. 0.35
C. 0.70
D. 0.15

答案

B

解析

正态分布密度曲线关于均值 75 对称。85 与 65 关于 75 对称，故 P (X ≤ 65) = P (X ≥
85) = 0.15。于是 P (65 ≤ X ≤ 85) = 1− 0.15− 0.15 = 0.70，再由对称性，P (65 ≤ X ≤
75) 是它的一半，即 0.35。选 C 是忘了除以 2（把整段 [65, 85] 当成了答案）；选 A、D
是错误套用数据。做正态题先画对称轴，把“已知一侧”通过对称翻译到另一侧。

Z6

已知变量 x 与 y 的一组样本数据经计算得回归直线方程为 ŷ = 2.3x+ 5，且 x̄ = 10，则

ȳ 的值为（　）。

A. 23
B. 28
C. 25
D. 30

答案

B

解析

回归直线必过样本中心点 (x̄, ȳ)。将 (x̄, ȳ) 代入 ŷ = 2.3x+ 5：ȳ = 2.3× 10 + 5 = 28。选

A 漏加了截距 5；选 C、D 是把 x̄ 代错（比如把 x̄ 当 10 以外数值）。“回归直线过中心
点”是回归分析的标志性结论，所有求 ȳ、求截距的题目都从它出发。

二、填空题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分）

Z7

从 6 名同学中任选 3 名参加数学建模比赛，共有＿＿种不同的选法。
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答案

20

解析

从 6人中选 3人，只选人不排序，是组合问题：C3
6 =

6× 5× 4

3× 2× 1
= 20。若误用排列 A3

6 =

120，则把“三人团队内部顺序”也数了进去——选人组队，顺序无关，一律用组合。

Z8

从 1, 2, 3, 4, 5, 6 这 6 个数中随机取一个数，已知取到的是偶数，则该数能被 3 整除的概
率为＿＿。

答案

1

3

解析

条件概率。记 A＝“取到偶数”，A = {2, 4, 6}，n(A) = 3；记 B ＝“能被 3整除”，B =

{3, 6}。A ∩ B = {6}，n(A ∩ B) = 1。由条件概率公式 P (B | A) = n(A ∩ B)

n(A)
=

1

3
。注

意：条件概率的分母是“已知发生的事件”的样本点数 3，而不是整个样本空间的点数

6——这是最易错的一步。

Z9

若一组数据 x1, x2, x3, x4, x5 的平均数为 3，方差为 2，则数据 2x1 + 1, 2x2 + 1, . . . , 2x5 +

1 的平均数为＿＿，方差为＿＿。

答案

平均数为 7；方差为 8。

解析

数据整体线性变换 yi = axi+ b的数字特征规律：平均数 ȳ = ax̄+ b，方差 s2y = a2s2x（加

减常数 b 只平移位置、不改变波动）。这里 a = 2，b = 1：ȳ = 2× 3 + 1 = 7，s2y = 22 ×
2 = 8。若方差误写成 2× 2 + 1 = 5 或 2 + 1，就是忘掉“方差对缩放取平方、对平移不

敏感”。

Z10

某校为调查“是否喜欢数学与性别是否有关”，随机抽取 100 名学生，得到如下 2× 2 列

联表：
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喜欢数学 不喜欢数学 合计

男生 30 20 50
女生 20 30 50
合计 50 50 100

根据表中数据计算得 χ2 = ＿＿（保留一位小数）。在犯错误的概率不超过 0.05 的前提
下，可以认为喜欢数学与性别＿＿（填“有关”或“无关”）。

答案

χ2 = 4.0；有关。

解析

独立性检验公式 χ2 =
n(ad− bc)2

(a+ b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)
。这里 n = 100，a = 30，b = 20，c =

20，d = 30：χ2 =
100× (30× 30− 20× 20)2

50× 50× 50× 50
=

100× 5002

6250000
=

100× 250000

6250000
= 4.0。4.0 >

3.841（显著性水平 0.05 下的临界值），所以在犯错误的概率不超过 0.05 的前提下，认为
喜欢数学与性别有关。注意临界值比较是“χ2 越大越拒绝原假设”，若算出的值小于临

界值则不能拒绝，只能写“没有足够证据认为有关”。

三、解答题（本大题共 4 小题，共 50 分）

Z11（本题满分 12 分）

某校采用分层抽样从高一、高二、高三三个年级共抽取 100 名学生，调查其每天晚上的
睡眠时间，整理得如下频率分布表：

睡眠时间（小时） [5, 6) [6, 7) [7, 8) [8, 9) [9, 10]

人数 5 25 35 25 10

（1）估计该校学生每天晚上的平均睡眠时间；（2）估计该校学生睡眠时间的第 80 百分位
数；（3）若该校高一、高二、高三三个年级的人数之比为 $2 : 3 : 5$，则三个年级各应抽取多
少人？

答案

（1）平均睡眠时间约为 7.6 小时。（2）第 80 百分位数约为 8.6 小时。（3）高一抽取 20

人，高二抽取 30 人，高三抽取 50 人。

解析

（1）用各组组中值估计组内取值：5.5, 6.5, 7.5, 8.5, 9.5。总人数 n = 100，各组的频率依次

为 $0.05, 0.25, 0.35, 0.25, 0.10$。平均数的估计值为 x̄ = 5.5 × 0.05 + 6.5 × 0.25 + 7.5 ×
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0.35 + 8.5× 0.25 + 9.5× 0.10 = 7.6。

（2）先求累计频率：0.05, 0.30, 0.65, 0.90, 1.00。第 80 百分位数是使累计频率达到 0.80 的

值：0.80 落在区间 [8, 9) 内（该组累计频率从 0.65 升到 0.90，频率为 0.25）。在组内按比例取

位置：8+
0.80− 0.65

0.25
× (9− 8) = 8+0.6 = 8.6。即约有 80%的学生睡眠时间不超过 8.6小时。

（3）三个年级人数之比为 $2 : 3 : 5，总份数为10，样本量100$ 按比例分配：高一 100×
2

10
= 20 人，高二 100× 3

10
= 30 人，高三 100× 5

10
= 50 人。

Z12（本题满分 12 分）

某工厂有甲、乙两条生产线。甲生产线产量占总产量的 60%，次品率为 2%；乙生产线产

量占 40%，次品率为 3%。两条生产线的产品混合后统一出厂。

（1）任取一件出厂产品，求它是次品的概率；（2）已知取到的一件出厂产品是次品，求它
来自甲生产线的概率；（3）从出厂产品中独立抽取 10 件，求其中恰好有 1 件次品的概率（结
果保留 3 位小数），并求这 10 件产品中次品件数的数学期望。

答案

（1）0.024。（2）1

2
。（3）P (X = 1) ≈ 0.193；E(X) = 0.24。

解析

设 A1 ＝“产品来自甲生产线”，A2 ＝“产品来自乙生产线”，B ＝“产品是次品”。则

P (A1) = 0.6，P (A2) = 0.4，P (B | A1) = 0.02，P (B | A2) = 0.03。

（1）由全概率公式：P (B) = P (A1)P (B | A1)+P (A2)P (B | A2) = 0.6×0.02+0.4×0.03 =

0.012 + 0.012 = 0.024。

（2）由条件概率公式（贝叶斯思想）：P (A1 | B) =
P (A1)P (B | A1)

P (B)
=

0.012

0.024
= 0.5。

（3）10 件产品独立抽取，每件次品率恒为 0.024，故次品件数 X ∼ B(10, 0.024)：P (X =

1) = C1
10 × 0.024× (1− 0.024)9 = 10× 0.024× 0.9769 ≈ 0.193。数学期望 E(X) = np = 10×

0.024 = 0.24。

Z13（本题满分 13 分）

某公司统计了近 6 个月的广告投入 x（万元）与当月销售额 y（万元）的成对数据：

月份 1 2 3 4 5 6

广告投入 x（万元） 1 2 3 4 5 6
销售额 y（万元） 10 12 15 17 20 22

（1）求销售额 y 关于广告投入 x 的回归直线方程（系数保留两位小数）；（2）求样本相关
系数 r（保留三位小数），并据此说明 x 与 y 相关的强弱与方向；（3）用回归方程预测广告投
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入为 7 万元时的销售额；（4）有同学说：“既然 r 接近 1，就说明广告投入一定导致销售额增
长。”你同意吗？请说明理由。

答案

（1）ŷ = 2.46x + 7.40。（2）r ≈ 0.998，x 与 y 高度正相关。（3）预测销售额约为 24.62

万元。（4）不同意。强相关只说明两个变量“同步变化”的趋势很强，不等于“广告投
入导致销售额增长”；销售额还可能受季节、市场行情、促销活动等共同因素影响，因果

结论需要控制变量或随机对照实验等更严格证据。

解析

（1）先算样本中心点：̄x =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
= 3.5，̄y =

10 + 12 + 15 + 17 + 20 + 22

6
=

16。计算离差乘积与离差平方和：
∑6

i=1(xi− x̄)2 = 2.52+1.52+0.52+0.52+1.52+2.52 =

17.5；
∑6

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ) = 2.5× 6 + 1.5× 4 + 0.5× 1 + 0.5× 1 + 1.5× 4 + 2.5× 6 =

43。于是 b̂ =
43

17.5
≈ 2.46，â = ȳ − b̂x̄ = 16− 2.46× 3.5 = 16− 8.61 = 7.39 ≈ 7.40。回

归直线方程 ŷ = 2.46x+ 7.40。

（2）
∑6

i=1(yi − ȳ)2 = 36 + 16 + 1 + 1 + 16 + 36 = 106，r =

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

(xi − x̄)2 ·
∑

(yi − ȳ)2
=

43√
17.5× 106

≈ 43

43.07
≈ 0.998。r > 0 说明正相关，|r| 接近 1 说明相关程度很强。

（3）令 x = 7：ŷ = 2.46× 7 + 7.40 = 17.22 + 7.40 = 24.62（万元）。

（4）理由见【答案】。相关性度量的是“同向变化的一致性”，不提供因果方向的证据；要
下因果结论须排除共同原因（如夏天同时拉动广告投放与销售额的市场景气）。

为什么错

本题第（4）问是最典型的失分点，常见错误写法有三类：

• 把“相关”写成“因果”：“因为 r = 0.998，所以广告投入导致销售额增长。”——错在 r

只度量相关性，任何相关结论都不能直接推出因果关系；

• 忽略共同原因：“广告和销售一起涨，一定是广告的功劳。”——可能两者都由同一原因
（市场景气、节日大促）驱动；

• 过度外推：用样本外数据（如 x = 50）随意预测而不说明“样本范围内预测才可靠”。

正确姿势：承认强正相关，同时强调“相关不等于因果”，需要设计对照实验或控制变量

才能谈因果。这一问考查的正是第 04章全章的素养落点——会读相关系数，更会守住结论的
边界。

Z14（本题满分 13 分）

某水果店计划每天进货某种时令水果。该水果进价每斤 2 元，售价每斤 4 元；若当天卖
不完，剩余部分按每斤 1 元处理（即每剩余 1 斤净亏 1 元）。根据历史销售记录，该水果的
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日需求量 X（斤）的分布列为：

日需求量 X（斤） 80 90 100 110

概率 P 0.2 0.3 0.3 0.2

店主考虑两种进货方案：方案一，每天进货 100 斤；方案二，每天进货 90 斤。

（1）若采用方案一，写出当天利润 Y（元）的分布列，并求 E(Y )；（2）若采用方案二，
求 E(Y )，并据此判断哪种进货方案更优；（3）从数学建模的角度反思：上述决策模型忽略了
哪些现实因素？若要进一步提高决策质量，应如何改进模型？（至少各写出两条）

答案

（1）方案一的利润分布列：Y = 140（P = 0.2），Y = 170（P = 0.3），Y = 200（P =

0.5）；E(Y ) = 179 元。（2）方案二的利润分布列：Y = 150（P = 0.2），Y = 180（P =

0.8）；E(Y ) = 174 元。179 > 174，方案一（进货 100 斤）更优。（3）开放题，示例：模
型忽略了水果保鲜期与变质损耗、进货运输与仓储成本、节假日与天气导致的需求分布

变化、资金占用成本、因缺货而流失的顾客价值等。改进方向：把需求分布按季节/节假
日分段估计并动态更新，加入损耗率与资金成本参数，引入“缺货损失”与“库存持有

成本”重新建模，必要时用模拟或历史数据回测验证。

解析

（1）方案一进货 100 斤，成本固定为 100× 2 = 200 元。

• 日需求 80 斤（P = 0.2）：卖出 80 斤收入 80× 4 = 320 元，剩余 20 斤处理收入 20× 1 =

20 元，利润 Y = 320 + 20− 200 = 140 元；

• 日需求 90 斤（P = 0.3）：卖出 90 斤收入 360 元，剩余 10 斤处理收入 10 元，利润 Y =

360 + 10− 200 = 170 元；

• 日需求 100 或 110 斤（P = 0.3 + 0.2 = 0.5）：全部售出，收入 100 × 4 = 400 元，利润

Y = 400− 200 = 200 元。

故分布列为 P (Y = 140) = 0.2，P (Y = 170) = 0.3，P (Y = 200) = 0.5，E(Y ) = 140 × 0.2 +

170× 0.3 + 200× 0.5 = 28 + 51 + 100 = 179 元。

（2）方案二进货 90 斤，成本 90× 2 = 180 元。

• 日需求 80 斤（P = 0.2）：卖出 80 斤收入 320 元，剩余 10 斤处理收入 10 元，利润 Y =

320 + 10− 180 = 150 元；

• 日需求 90、100、110 斤（P = 0.3 + 0.3 + 0.2 = 0.8）：全部售出，收入 90× 4 = 360 元，

利润 Y = 360− 180 = 180 元。
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E(Y ) = 150 × 0.2 + 180 × 0.8 = 30 + 144 = 174 元。比较期望利润 179 > 174，方案一更优。

注意“期望更大”指长期平均每天多赚 5 元，不等于方案一每天都赚得更多（需求为 80、90
时方案二反而更稳），这正是“用期望做决策”的含义。

（3）见【答案】。此问对应第 05 章建模四步法中的“检验与修正”：模型只是现实的近似，
必须回头审视被忽略的因素，必要时回改模型。

为什么错

本题常见失分点：

• 忘记剩余水果的亏损：卖不完的 20 斤只算“没赚”而不算“亏 1 元/斤”，会把方案一的
低需求利润错算成 160 而非 140。处理价 1 元低于进价 2 元，每剩 1 斤净亏 1 元，必须
扣掉；

• 把“最可能发生的需求”当答案：误以为“日需求 100斤概率最大，所以方案一最优”——
决策要看长期平均（期望），而不是只看概率最高的一天；

• 分布列概率漏项或加起来不等于 1：方案一中需求 100、110 两行合并为 P = 0.5 时若漏

加，分布列会不完整，期望随之算错；

• 第（3）问空泛：只写“考虑实际情况”不举例，会被扣分。建模反思要具体到“哪个因
素、影响哪一项、怎么改进”。

全卷答案速查

题号 Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7 Z8 Z9 Z10

答案 A B A B B B 20 1

3
7；8 4.0；有关
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