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第一章 怎么从“大小”到“方向”：平面向
量与解三角形

章首情境

1.1 平面向量的概念：带箭头的线段

1.1.1 向量的概念与表示：给“方向”一张身份证

学习目标

• 理解向量的概念，能区分向量与标量；

• 掌握向量的几何表示与符号表示；

• 理解零向量、单位向量、相等向量，知道零向量方向任意。

前置复习（Be Prepared）

•“从一点到另一点的移动”叫什么？它和“路程”有什么区别？

• 力的三要素是什么？

向量的概念：既有大小又有方向的量叫做向量（vector）。只有大小、没有方向的量叫做标量
（scalar）。位移、速度、力、加速度 → 向量；路程、速率、时间、质量、温度 → 标量。

向量的表示

• 几何表示：用带箭头的线段（有向线段）表示，起点 A、终点 B 的向量记作
−→
AB；

• 字母表示：记作 a⃗、b⃗。

向量的模：向量
−→
AB 的大小叫做向量的模，记作 |

−→
AB| 或 |⃗a|。

两个特殊向量：零向量（模为 0，方向任意）记作 0⃗；单位向量（模为 1），与 a⃗ 同向的单位

向量记作 a⃗0 =
a⃗

|⃗a|
（|⃗a|̸= 0）。
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相等向量：长度相等且方向相同的向量，记作 a⃗ = b⃗。向量可以自由平移——起点在哪不重要，
重要的是大小和方向。

例题 1.1

（区分向量与标量）

下列各组量中，哪些是向量？哪些是标量？

（1）温度 25◦C 与“向东 2 km”；（2）速度 60 km/h 与速率 60 km/h；（3）|⃗a|= 5 与 a⃗ 本

身。

解：（1）温度只有高低，是标量；“向东 2 km”带方向，是向量。（2）速度有方向，是向量；
速率只描述快慢，是标量。（3）|⃗a|= 5 是数（模），可与别的数比大小；a⃗ 是向量，向量之间
不能直接比较大小，只能说 |⃗a|> |⃗b| 这样比较模。■

Try It 1.1：判断正误：（1）向量就是有向线段；（2）两个向量的模相等，这两个向量一定相
等；（3）|⃗a|= |⃗b| 能推出 a⃗ = b⃗ 或 a⃗ = −b⃗。

Q&A

• 问：为什么“向量能比较大小”是错的，但“模能比较大小”是对的？

答：向量还带着方向信息，方向之间没有“谁大谁小”。只有把方向丢掉、只看长度（模），才
能比大小。

1.1.2 相等向量与平行（共线）向量：同路人才算一家人

学习目标

• 理解相等向量、相反向量的概念；

• 理解平行（共线）向量，会判断共线关系；

• 会用“零向量与任何向量平行”处理问题。

前置复习：
−→
AB 与

−→
BA 的长度、方向各有什么关系？

平行（共线）向量：方向相同或相反的向量叫做平行向量，也叫共线向量。平行向量可以平移
到同一条直线上，所以“平行”与“共线”在向量里是同一个概念。记作 a⃗ ∥ b⃗；规定：零向
量与任何向量都平行。

相反向量：与 a⃗ 长度相等、方向相反的向量叫 a⃗ 的相反向量，记作 −a⃗。⃗a+(−a⃗) = 0⃗，
−→
AB =

−
−→
BA。

例题 1.2

（相等、相反、共线辨析，含零向量）

在平行四边形 ABCD 中，对角线交于点 O。判断下列各组向量是否相等？是否共线？
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（1）−→AB 与 −−→DC；（2）−→AB 与 −−→CD；（3）0⃗ 与
−→
BC；（4）−→AO 与 −→OC。

解：（1）对边平行且相等，方向相同 → 相等，当然共线。（2）方向相反、长度相等 → 不相
等，但互为相反向量、共线。（3）零向量与任何向量平行 → 0⃗ 与

−→
BC 共线，但长度不等，不

相等。（4）O 是对角线中点，同向等长 → 相等。■

Try It 1.2：在正六边形 ABCDEF 中，写出与
−→
AB 相等的向量、与

−→
AB 共线但不相等的向

量（各写一个）。

本节练习（答案见章末）

• 下列哪些是向量：温度、位移、时间、速度、质量、力？

• a⃗ = b⃗ 与 |⃗a|= |⃗b| 是一回事吗？为什么？

• 已知 a⃗ 是单位向量，b⃗ 的模为 3。比较 |⃗a| 与 |⃗b| 的大小。

1.2 平面向量的运算：把箭头加起来

1.2.1 向量的加减法：首尾相接与共起点连线

学习目标

• 掌握向量加法的三角形法则与平行四边形法则；

• 掌握向量减法的作图法则；

• 理解向量加法的运算律，能化简含向量的式子。

前置复习：向量 a⃗ 与 −a⃗ 的关系是什么？

向量的加法：求两个向量和的运算。两种法则：

• 三角形法则：把 a⃗、b⃗ 首尾相接，则从 a⃗ 的起点到 b⃗ 的终点的向量就是 a⃗+ b⃗。口诀：首
尾相接，起点到终点。

• 平行四边形法则：把 a⃗、⃗b 共起点，以它们为邻边作平行四边形，从起点出发的对角线向
量就是 a⃗+ b⃗。

特别地：
−→
AB+

−→
BC =

−→
AC。运算律：交换律 a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗、结合律 (⃗a+ b⃗)+ c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)。

向量的减法：a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)。作图法则（共起点连终点）：把 a⃗、⃗b 移到共起点，则 a⃗− b⃗ 为

从 b⃗ 的终点指向 a⃗ 的终点的向量。口诀：共起点，连终点，指向被减。

例题 1.3

（向量的加减法化简）
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化简下列各式：

（1）−→AB +
−→
BC +

−−→
CD；（2）−→AB −−→AC；（3）−→AB +

−−→
BD +

−−→
DC。

解：（1）首尾相接顺次连：−→AB +
−→
BC +

−−→
CD =

−→
AD。（2）−→AB −−→AC =

−→
AB +

−→
CA =

−→
CB。（3）

−→
AB +

−−→
BD =

−→
AD，

−→
AD +

−−→
DC =

−→
AC，故原式 =

−→
AC。■

Try It 1.3：化简：−→BC −
−→
BA 与

−→
AB +

−→
BC −

−→
AC。

1.2.2 向量的数乘与共线定理：伸缩与同路人的判定

学习目标

• 理解向量数乘的定义与几何意义；

• 掌握数乘的运算律；

• 理解向量共线定理，会用共线定理判定共线或求参数。

前置复习：2a⃗ 表示“两个 a⃗ 相加”，它的方向、长度如何变化？

向量的数乘：实数 λ 与向量 a⃗ 的积是一个向量 λa⃗，|λa⃗|= |λ| |⃗a|；λ > 0 时与 a⃗ 同向，λ < 0

时反向，λ = 0 时 λa⃗ = 0⃗。

数乘的运算律：λ(µa⃗) = (λµ)⃗a；(λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗；λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b。

向量共线定理：向量 b⃗ 与非零向量 a⃗ 共线的充要条件是：存在唯一实数 λ，使得 b⃗ = λa⃗。

例题 1.4

（共线定理求参数）

已知 e⃗1、e⃗2 是两个不共线的向量，a⃗ = e⃗1 + 2e⃗2，⃗b = 3e⃗1 + λe⃗2。若 a⃗ 与 b⃗ 共线，求 λ 的

值。

解：因为 a⃗ 与 b⃗ 共线且 a⃗ ̸= 0⃗，存在实数 k，使 b⃗ = ka⃗：

3e⃗1 + λe⃗2 = k(e⃗1 + 2e⃗2) = ke⃗1 + 2ke⃗2

因为 e⃗1、e⃗2 不共线，对应的系数必须分别相等：k = 3，2k = λ =⇒ λ = 6。■

Try It 1.4：已知 a⃗ ̸= 0⃗，向量 b⃗ 与 a⃗ 共线，|⃗b|= 2|⃗a|，b⃗ 与 a⃗ 反向。用 a⃗ 表示 b⃗。

本节练习（答案见章末）

• 化简：3(⃗a+ 2⃗b)− 2(⃗a− b⃗)。

• 已知 a⃗、b⃗ 不共线，且 a⃗+ 2⃗b = λ(2a⃗− b⃗)，求 λ。

• 判断：a⃗ ∥ b⃗ 与 a⃗、b⃗ 共线是不是一回事？为什么？

第 4页



1.3 平面向量基本定理及坐标表示：把向量钉在坐标系上

1.3.1 平面向量基本定理：两个不共线向量撑起整个平面

学习目标

• 理解平面向量基本定理的内容与意义；

• 会用基底表示给定向量；

• 知道“任一向量可由基底唯一表示”。

前置复习：坐标系里点 (3, 2) 是怎么读出来的？

平面向量基本定理：如果 e⃗1、e⃗2 是同一平面内的两个不共线向量，那么对这一平面内的任意
向量 a⃗，有且只有一对实数 λ1、λ2，使

a⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2

我们把不共线的 e⃗1、e⃗2 叫做表示这一平面内所有向量的一个基底（base）。

例题 1.5

（用基底表示向量）

在 △ABC 中，M 是 BC 的中点，D 是 AC 上一点且 AD =
1

3
AC。用基底 e⃗1 =

−→
AB、

e⃗2 =
−→
AC 表示

−−→
AM 与

−−→
BD。

解：（1）−−→AM =
1

2
(
−→
AB +

−→
AC) =

1

2
e⃗1 +

1

2
e⃗2。（2）−−→BD =

−→
AD −

−→
AB =

1

3
e⃗2 − e⃗1。■

Try It 1.5：上题中，若 N 是 AB 中点，用基底表示
−−→
MN。

1.3.2 平面向量的坐标表示：让箭头变成数对

学习目标

• 理解向量的坐标表示 a⃗ = (x, y)；

• 掌握向量坐标运算：a⃗± b⃗、λa⃗；

• 掌握用坐标求 −→AB、中点坐标、向量模。

前置复习：点 A(1, 2)、B(4, 6)，向量
−→
AB 的“横坐标、纵坐标”各是多少？

平面向量的坐标：取单位正交基底 i⃗ = (1, 0)、j⃗ = (0, 1)，若 a⃗ = x⃗i + yj⃗，则记作 a⃗ = (x, y)。

x 叫横坐标，y 叫纵坐标。

坐标运算：设 a⃗ = (x1, y1)、b⃗ = (x2, y2)，则

• a⃗± b⃗ = (x1 ± x2, y1 ± y2)；
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• λa⃗ = (λx1, λy1)；

• 若 A(x1, y1)、B(x2, y2)，则
−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1)（终点减起点）；

• 中点 M 坐标：
(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
；

• 模：|⃗a|=
√

x2
1 + y21。

例题 1.6

（坐标运算）

已知 a⃗ = (2, 1)，b⃗ = (−1, 3)。

（1）求 a⃗+ b⃗、a⃗− b⃗、2a⃗− 3⃗b；（2）求 |⃗a|；（3）已知 A(1, 2)、B(3, 6)，求
−→
AB 的坐标与

|AB|。

解：（1）⃗a+ b⃗ = (1, 4)；⃗a− b⃗ = (3,−2)；2a⃗− 3⃗b = (4, 2)− (−3, 9) = (7,−7)。（2）|⃗a|=
√
4 + 1 =

√
5。（3）−→AB = (2, 4)；|AB|=

√
4 + 16 = 2

√
5。■

Try It 1.6：已知 a⃗ = (1,−2)，b⃗ = (3, 4)。（1）求 a⃗+ 2⃗b 与 3a⃗− b⃗；（2）求 a⃗ 的模。

本节练习（答案见章末）

• 已知 a⃗ = (2,−1)，b⃗ = (1, 3)。求 a⃗+ b⃗、a⃗− b⃗、2a⃗− 3⃗b、|⃗a|。

• 已知 A(1, 2)、B(4, 6)，求
−→
AB 的坐标与中点坐标。

• 用基底 e⃗1 = (1, 0)、e⃗2 = (0, 1) 表示 a⃗ = (3,−2)，并求 |⃗a|。

1.4 平面向量的数量积：两个向量乘出一个实数

1.4.1 数量积的定义与投影：力做功背后的数学

学习目标

• 理解数量积的定义 a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b|cos θ；

• 理解投影的概念，知道投影可以是负数；

• 会根据夹角判断数量积的符号。

前置复习：cos 0◦ = 1，cos 90◦ = 0，cos 180◦ = −1。两个向量的夹角 θ 的取值范围是什么？

向量的夹角：已知两个非零向量 a⃗、b⃗，把起点放到一起，所成的角 θ（0◦ ≤ θ ≤ 180◦）叫做

两个向量的夹角。θ = 90◦ 时，称 a⃗ ⊥ b⃗。
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数量积的定义：已知两个非零向量 a⃗、⃗b，夹角为 θ，数量 |⃗a| |⃗b|cos θ 叫做 a⃗与 b⃗ 的数量积（内
积），记作

a⃗ · b⃗ = |⃗a| |⃗b|cos θ

规定：零向量与任何向量的数量积为 0。

数量积的符号（关键）：θ 锐角 → a⃗ · b⃗ > 0；θ = 90◦ → a⃗ · b⃗ = 0（垂直）；θ 钝角 → a⃗ · b⃗ < 0；

θ = 0◦（同向）→ a⃗ · b⃗ > 0；θ = 180◦（反向）→ a⃗ · b⃗ < 0。

投影：|⃗b|cos θ 叫做向量 b⃗ 在 a⃗ 方向上的投影。它是个实数（可为正、负、零），不是长度：
锐角投影为正，钝角投影为负（落在 a⃗ 的反向延长线上），直角投影为零。于是 a⃗ · b⃗ =

|⃗a|×(⃗b 在 a⃗ 方向上的投影)。

例题 1.7

（数量积与投影）

已知 |⃗a|= 4，|⃗b|= 3，a⃗ 与 b⃗ 的夹角 θ = 60◦。

（1）求 a⃗ · b⃗；（2）求 b⃗在 a⃗方向上的投影；（3）若把夹角改为 120◦，⃗a · b⃗与投影各是多少？

解：（1）a⃗ · b⃗ = 4 × 3 × 1

2
= 6。（2）投影 = 3 × 1

2
= 1.5（正）。（3）cos 120◦ = −1

2
：a⃗ · b⃗ =

12×
(
−1

2

)
= −6；投影 = 3 ×

(
−1

2

)
= −1.5（负数！投影是实数，可为负，不能说“投影

是长度”）。■

Try It 1.7：已知 |⃗a|= 5，b⃗ 在 a⃗ 方向上的投影为 −2，求 a⃗ · b⃗。

1.4.2 数量积的坐标表示与运算律：换成坐标直接算

学习目标

• 掌握数量积的坐标公式 a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2；

• 会用坐标求夹角、模、判定垂直；

• 知道数量积的运算律及其“不成立”的项（消去律、结合律）。

前置复习：a⃗ = (1, 2)、b⃗ = (3, 4)，用定义直接算麻烦在哪里？

数量积的坐标表示：设 a⃗ = (x1, y1)、b⃗ = (x2, y2)，则

a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2

重要推论

• 模：|⃗a|=
√

x2
1 + y21（因为 a⃗ · a⃗ = x2

1 + y21）；

• 夹角：cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
x1x2 + y1y2√

x2
1 + y21

√
x2
2 + y22

；
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• 垂直：a⃗ ⊥ b⃗ ⇐⇒ a⃗ · b⃗ = 0；

• 共线：a⃗ ∥ b⃗ ⇐⇒ x1y2 − x2y1 = 0。

数量积的运算律：交换律、分配律 (⃗a + b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗ + b⃗ · c⃗、(λa⃗) · b⃗ = λ(⃗a · b⃗) 都成立。但要
注意两条不成立的“假律”：没有消去律（a⃗ · b⃗ = a⃗ · c⃗ 推不出 b⃗ = c⃗）；没有结合律（(⃗a · b⃗)c⃗ ̸=
a⃗(⃗b · c⃗)）。

例题 1.8

（坐标式求夹角与垂直）

已知 a⃗ = (2, 1)，b⃗ = (−1, 3)。

（1）求 a⃗ · b⃗；（2）求 a⃗ 与 b⃗ 的夹角余弦值；（3）是否存在实数 t，使 a⃗+ t⃗b 与 b⃗ 垂直？

解：（1）a⃗ · b⃗ = 2× (−1) + 1× 3 = 1。（2）|⃗a|=
√
5，|⃗b|=

√
10，cos θ =

1√
5 ·
√
10

=

√
2

10
。（3）

(⃗a+ t⃗b) · b⃗ = 0，即 1 + 10t = 0，t = − 1

10
。■

Try It 1.8：已知 a⃗ = (1, 2)，b⃗ = (−2, 4)。（1）a⃗ · b⃗ =?（2）a⃗ 与 b⃗ 垂直吗？共线吗？

本节练习（答案见章末）

• 判断正误：（1）a⃗ · b⃗ > 0 则夹角一定是锐角；（2）(⃗a · b⃗)c⃗ = a⃗(⃗b · c⃗)；（3）投影一定是非负
数。

• 已知 |⃗a|= 3，|⃗b|= 4，夹角 120◦，求 a⃗ · b⃗ 与 b⃗ 在 a⃗ 方向上的投影。

• 已知 a⃗ = (1,−2)，b⃗ = (2, k)。（1）若 a⃗ ⊥ b⃗，求 k；（2）若 a⃗ ∥ b⃗，求 k。

1.5 正弦定理与余弦定理：解三角形的两把钥匙

1.5.1 正弦定理：边与对角的正弦成正比

学习目标

• 理解正弦定理： a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
；

• 会用正弦定理解决“两角一边”求边、求角；

• 知道正弦定理与外接圆半径的关系：比值为 2R。

前置复习：sin 30◦、sin 45◦、sin 60◦ 各等于多少？

正弦定理：在 △ABC 中，角 A、B、C 所对的边分别为 a、b、c，外接圆半径为 R，则

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R
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证明思路：作 △ABC 的外接圆，过 B 作直径 BD，则 ̸ BCD = 90◦，且 ̸ D = ̸ A（同弧所

对圆周角相等），于是 a = BC = BD sinA = 2R sinA。■

How To：用正弦定理解三角形

• 给了两角一边（如 A、B、a）→ 先用内角和求第三个角，再用正弦定理求未知边；

• 求角时用 sinB =
b sinA

a
，再结合“大边对大角”判断取锐角还是钝角；

• 注意 a : b : c = sinA : sinB : sinC（边的比等于对角正弦的比）。

例题 1.9

（正弦定理求边与外接圆半径）

在 △ABC 中，A = 45◦，B = 60◦，a = 2。

（1）求边 b；（2）求外接圆半径 R。

解：（1）b =
a sinB

sinA
=

2×
√
3
2√

2
2

= 2×
√
3√
2
=
√
6。（2）R =

a

2 sinA
=

2

2×
√
2
2

=
2√
2
=
√
2。■

Try It 1.9：在 △ABC 中，A = 30◦，B = 45◦，b = 2。求 a。

1.5.2 余弦定理：勾股定理的推广

学习目标

• 理解余弦定理 a2 = b2 + c2 − 2bc cosA；

• 会用余弦定理求边、求角；

• 会用余弦定理判断三角形形状。

前置复习：直角三角形中，勾股定理怎么表述？cos 90◦ =?

余弦定理：三角形中任何一边的平方，等于其他两边平方的和减去这两边与它们夹角的余弦
的积的两倍：

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA, b2 = a2 + c2 − 2ac cosB, c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

求角形式（变形）：cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
，cosB =

a2 + c2 − b2

2ac
，cosC =

a2 + b2 − c2

2ab
。

How To：判定三角形形状（用最大边）

• 找出最大边 c（对最大角 C）；

• 比较 c2 与 a2 + b2：相等 → 直角；c2 < a2 + b2 → 锐角；c2 > a2 + b2 → 钝角。
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例题 1.10

（余弦定理求边）

在 △ABC 中，b = 3，c = 4，A = 60◦。求边 a。

解：a2 = b2 + c2 − 2bc cosA = 9 + 16− 2× 3× 4× 1

2
= 25− 12 = 13，故 a =

√
13。■

Try It 1.10：在 △ABC 中，a = 5，c = 6，B = 120◦。求边 b。

1.5.3 综合应用：SSA 的两解陷阱与面积公式

学习目标

• 会判断 SSA 情形下三角形解的情况（两解、一解、无解）；

• 掌握“大边对大角”在取舍中的作用；

• 掌握面积公式 S =
1

2
ab sinC。

前置复习：sin 150◦ = sin 30◦ =
1

2
——一个正弦值对应几个角？

How To：处理 SSA（已知 a、b、A 求 B）

• 由正弦定理算 sinB =
b sinA

a
；

• 若 sinB > 1 → 无解；若 sinB = 1 → B = 90◦，一解；

• 若 0 < sinB < 1 → 可能两解：B1（锐角）、B2 = 180◦ −B1（钝角）。用内角和检查：若
A+B2 < 180◦，两解都成立；否则只取锐角一解。

• 快速判断口诀：a ≥ b 时一解，a < b 时要查。

面积公式：S =
1

2
ab sinC =

1

2
bc sinA =

1

2
ca sinB。

例题 1.11

（SSA 两解讨论与面积）

（1）在 △ABC 中，a = 5，b = 6，A = 30◦。求角 B（保留到 0.1◦），并判断解的情况。

（2）在 △ABC 中，a = 4，b = 5，C = 60◦，求面积 S。

解：（1）sinB =
b sinA

a
=

6× 1
2

5
= 0.6。B1 = arcsin 0.6 ≈ 36.9◦，B2 = 180◦ − 36.9◦ = 143.1。

检验内角和：B1 时 C1 = 113.1◦ > 0 成立；B2 时 C2 = 6.9◦ > 0 也成立。所以 B ≈ 36.9◦ 或

143.1◦，两解。（a = 5 < b = 6，钝角 B 不违背“大边对大角”，两解都保留。）■ （2）S =
1

2
ab sinC =

1

2
× 4× 5×

√
3

2
= 5
√
3。

Try It 1.11：在 △ABC 中，a = 6，b = 5，A = 30◦。sinB =
5

12
，B 有几解？

本节练习（答案见章末）
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• 在 △ABC 中，A = 60◦，B = 45◦，a = 6。求边 b。

• 在 △ABC 中，b = 4，c = 5，A = 60◦。求边 a 与面积 S。

• 判断：三边 a = 3、b = 4、c = 6 的三角形是什么形状？

• 在 △ABC 中，a = 4，b = 5，A = 30◦，判断解的情况并求出所有可能的 B。

1.6 解三角形的实际应用：测量世界的数学眼睛

1.6.1 测量问题：隔河测宽、测高、测距

学习目标

• 会把测量问题转化为解三角形模型；

• 理解仰角、俯角、方位角、方向角的概念；

• 能用正弦定理、余弦定理解决测距、测高问题。

前置复习：在直角三角形中，tan θ =
对边
邻边

。正弦定理、余弦定理分别适合什么情形？

关键概念：角度语言

• 仰角 / 俯角：视线与水平线所成的角，视线在水平线上方叫仰角，下方叫俯角；

• 方位角：从正北方向顺时针转到目标方向线的水平角，范围 0◦ ∼ 360◦；

• 方向角：目标方向线与正北或正南方向的夹角（锐角），如“北偏东 30◦”。

How To：解实际测量问题

• 先画示意图，把已知长度、已知角标在图里（最容易省、也最容易错的一步）；

• 找出可解的三角形；

• 选定理：两角一边 → 正弦；夹角求边 → 余弦；

• 单位统一，答案带单位与“约等于”。

例题 1.12

（隔河测宽与方向角）

测量队在岸边 A 处，测得对岸目标 B 在正北方向。沿河岸向东走 50 m 到 C 处，测得
̸ ACB = 60◦。
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（1）求河宽 AB；（2）若从 C 看 B，方向角如何描述？方位角又是多少？

解：（1）先画图：△ABC 中，̸ A = 90◦，̸ C = 60◦，AC = 50。tanC =
AB

AC
=⇒ AB =

50 tan 60◦ = 50
√
3 ≈ 86.6 m。■（2）从 C 看 B：BC 与正西方向夹角 60◦，即 B 在 C 的北

偏西 30◦（90◦ − 60◦ = 30）。方位角从正北顺时针量：360◦ − 30◦ = 330。

Try It 1.12：小明在楼底 A 处测得楼顶仰角 30◦，向楼走近 20 m 到 B 处测得仰角 60◦，求

楼高（精确到 0.1 m）。（提示：设楼底到 B 的水平距离为 x，用两次 tan 列方程）

本节练习（答案见章末）

• 方向角“南偏东 30◦”对应的方位角是多少？方位角 225◦ 对应的方向角如何描述？

• 塔底 A 处测得塔顶仰角 45◦，走近 20 m 到 B 处测得仰角 60◦，求塔高（精确到 0.1 m）。

• 一艘船向正东航行，10 时测得灯塔在正北方向；10 时 30 分测得灯塔在北偏东 30◦。已

知船速 20 km/h，求此时船到灯塔的距离。

本章回顾

概念地图

·向量：既有大小又有方向的量（记作 a⃗ 或
−→
AB）；模 |⃗a|：大小；零向量 0⃗（方向任意）、

单位向量、相等向量（同向等长）、相反向量（等长反向）·平行（共线）向量：方向相同或相

反；a⃗ ∥ b⃗ 且 a⃗ ̸= 0⃗ ⇐⇒ 存在唯一 λ，b⃗ = λa⃗ ·加法：三角形法则（首尾相接）、平行四边形

法则（共起点）；
−→
AB +

−→
BC =

−→
AC；减法：a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗)，共起点连终点、指向被减·数乘：

λa⃗，λ > 0 同向、λ < 0 反向、|λa⃗|= |λ||⃗a| ·基本定理：不共线 e⃗1, e⃗2 唯一表示 a⃗ = λ1e⃗1 +

λ2e⃗2（基底）·坐标：a⃗ = (x, y)；a⃗± b⃗ = (x1 ± x2, y1 ± y2)；
−→
AB 终点减起点；中点坐标；|⃗a|=√

x2 + y2·数量积：⃗a · b⃗ = |⃗a||⃗b|cos θ = x1x2 + y1y2；结果为实数；投影 |⃗b|cos θ 可正可负；垂

直 ⇐⇒ 点积 = 0·正弦定理：
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R（两角一边求边、边角互化）·余

弦定理：a2 = b2 + c2− 2bc cosA（两边一夹角求边、三边求角、判形状看最大边）·面积：S =
1

2
ab sinC；实际应用：仰角/俯角、方位角（北起顺时针）、方向角（偏角）；先画图再选定理

关键公式速查

内容 公式

向量加减坐标 a⃗± b⃗ = (x1 ± x2, y1 ± y2)

向量模 |⃗a|=
√
x2 + y2

中点坐标
(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
共线判定（坐标） x1y2 − x2y1 = 0

数量积（定义/坐标） a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b|cos θ = x1x2 + y1y2

垂直判定 a⃗ · b⃗ = 0 ⇐⇒ x1x2 + y1y2 = 0

夹角余弦 cos θ =
x1x2 + y1y2√

x2
1 + y21

√
x2
2 + y22

正弦定理
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R

余弦定理 a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

面积 S =
1

2
ab sinC

第 12页



分层练习

A 基础层

• 判断下列量哪些是向量：温度、位移、速度、路程、力、时间。

• 化简：−→AB +
−→
BC +

−−→
CD +

−−→
DE。

• 已知 a⃗ = (2,−1)，b⃗ = (1, 3)，求 a⃗+ b⃗、2a⃗− b⃗、|⃗a|。

• 已知 A(1, 2)、B(4, 6)，求
−→
AB 的坐标与中点坐标。

• 已知 |⃗a|= 2，|⃗b|= 3，夹角 60◦，求 a⃗ · b⃗。

• 在 △ABC 中，A = 30◦，B = 45◦，a = 2，求 b。

B 应用层

• 已知 a⃗ = (1, 2)，b⃗ = (3, k)。若 a⃗ ⊥ b⃗，求 k；若 a⃗ ∥ b⃗，求 k。

• 在 △ABC 中，b = 5，c = 7，A = 60◦，求边 a 与面积 S。

• 在 △ABC 中，三边 a = 5、b = 6、c = 7，判断三角形形状，并求最大角的余弦值。

C 拓展层

• 在 △ABC 中，已知 a = 4，b = 5，A = 30◦，求角 B 并判断解的个数。

• 用向量方法证明：平行四边形两条对角线的平方和等于四条边的平方和。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 1.1：（1）错——向量是抽象概念，有向线段是它的几何表示，只能说“向量可用有向线
段表示”；（2）错——模相等只说明大小相等，方向可能不同；（3）错——如 a⃗ = (1, 0)、

b⃗ = (0, 1)，模相等但既不等也不是相反向量。

• 1.2：相等：−−→DE（正六边形中与 AB 同向等长）；共线不相等：
−→
BA（反向等长，是相反

向量）。

• 1.3：−→BC −
−→
BA =

−→
BC +

−→
AB =

−→
AC；

−→
AB +

−→
BC −

−→
AC =

−→
AC −

−→
AC = 0⃗。

• 1.4：b⃗ = −2a⃗（反向，系数为负）。

• 1.5：−−→AN =
1

2
e⃗1，
−−→
MN =

−−→
AN −

−−→
AM =

1

2
e⃗1 −

(
1

2
e⃗1 +

1

2
e⃗2

)
= −1

2
e⃗2。
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• 1.6：（1）a⃗+ 2⃗b = (7, 6)；3a⃗− b⃗ = (0,−10)；（2）|⃗a|=
√
5。

• 1.7：a⃗ · b⃗ = 5× (−2) = −10。

• 1.8：（1）1× (−2) + 2× 4 = 6 ̸= 0，不垂直；（2）1× 4− 2× (−2) = 8 ̸= 0，不共线。

• 1.9：C = 180◦ − 30◦ − 45 = 105，a =
b sinA

sinB
=

2× 1
2√

2
2

=
√
2。

• 1.10：b2 = 25 + 36− 2× 5× 6×
(
−1

2

)
= 91，b =

√
91。

• 1.11：a = 6 > b = 5，B 必为锐角，只有一解。（验算：B2 ≈ 155.4◦，A+B2 ≈ 185.4◦ >

180，舍去）

• 1.12：设楼底到 B 的水平距离为 x。h =
√
3x，h =

√
3

3
(x+20)，联立 3x = x+20，x =

10，h = 10
√
3 ≈ 17.3 m。

各节练习答案

• 1.1 节：1. 位移、速度、力是向量；温度、时间、质量、路程是标量。2. 不是一回事——
a⃗ = b⃗ 要求大小、方向都相同；|⃗a|= |⃗b| 只要求大小相同。3. |⃗a|= 1 < 3 = |⃗b|。

• 1.2 节：1. a⃗+ 8⃗b。2. 由系数唯一性：2λ = 1 且 −λ = 2，矛盾 → 无解（两向量一定不
共线）。3. 是一回事——向量可自由平移，平行向量平移到同一直线上即共线。

• 1.3 节：1. a⃗+ b⃗ = (3, 2)；a⃗− b⃗ = (1,−4)；2a⃗− 3⃗b = (1,−11)；|⃗a|=
√
5。2. −→AB = (3, 4)；

中点
(
5

2
, 4

)
。3. a⃗ = 3e⃗1 − 2e⃗2，|⃗a|=

√
13。

• 1.4 节：1.（1）错——同向（夹角 0◦）时也为正；（2）错——没有结合律；（3）错——
钝角时投影为负。2. a⃗ · b⃗ = −6；投影 = −2。3.（1）k = 1；（2）k = −4。

• 1.5 节：1. b =
6×

√
2
2√

3
2

= 2
√
6。2. a2 = 21，a =

√
21；S = 5

√
3。3. 最大边 c = 6，c2 =

36 > 25 → 钝角三角形。4. sinB =
5

8
，B1 ≈ 38.7◦，B2 ≈ 141.3◦，A+B2 = 171.3◦ < 180

→ 两解。

• 1.6 节：1. 南偏东 30◦ → 方位角 150◦；方位角 225◦ → 南偏西 45◦。2. h = x+ 20，h =
√
3x，x = 10(

√
3 + 1) ≈ 27.3，h ≈ 47.3 m。3. 船行 10 km，△ 中 tan 60◦ =

AT

AB
，AT =

10
√
3，BT =

AB

cos 60◦
= 20 km。

分层练习答案

A1：位移、速度、力是向量；温度、路程、时间是标量。

A2：−→AB +
−→
BC +

−−→
CD +

−−→
DE =

−→
AE。
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A3：a⃗+ b⃗ = (3, 2)；2a⃗− b⃗ = (3,−5)；|⃗a|=
√
5。

A4：−→AB = (3, 4)；中点
(
5

2
, 4

)
。

A5：2× 3× 1

2
= 3。

A6：b =
2×

√
2
2

1
2

= 2
√
2。

B7：垂直 k = −3

2
；平行 k = 6。

B8：a2 = 25 + 49− 35 = 39，a =
√
39；S =

35
√
3

4
。

B9：最大边 c = 7，49 < 61 → 锐角三角形；cosC =
25 + 36− 49

60
=

1

5
。

C10：sinB =
5

8
，B1 ≈ 38.7◦，B2 ≈ 141.3◦，A+B2 < 180◦ → 两解。

C11：设 −→AB = a⃗，
−→
AD = b⃗，|AC|2+|BD|2= (⃗a+ b⃗)2 + (⃗b− a⃗)2 = 2|⃗a|2+2|⃗b|2。■
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第二章 数系的“最后一块拼图”：复数

章首情境

2.1 复数的概念：x2 = −1 逼出来的新数

2.1.1 虚数单位与复数的概念：给负数开平方

学习目标

• 理解虚数单位 i，知道 i2 = −1；

• 理解复数的概念，会求复数的实部与虚部；

• 会对复数分类（实数、虚数、纯虚数），知道纯虚数的条件。

前置复习（Be Prepared）

• 方程 x2 = 4 的解是什么？x2 = 0 呢？

• 一个数的平方能否为负？为什么实数做不到？

• 实数集 R 包含哪些数？

虚数单位

我们把平方等于 −1 的新数叫做虚数单位，记作 i：

i2 = −1

于是 i 可以参与运算，且 i 的更高次幂可由此化简：i1 = i，i2 = −1，i3 = i2 · i = −i，
i4 = (i2)2 = 1。

复数的概念

形如 a+ bi（a, b ∈ R）的数叫做复数（complex number），记作 z = a+ bi。其中：

• a 叫做复数 z 的实部，记作 Re z；
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• b 叫做复数 z 的虚部，记作 Im z。

复数的分类

• 当 b = 0 时，z = a，是实数；

• 当 b ̸= 0 时，z 是虚数；

• 当 a = 0 且 b ̸= 0 时，z = bi 是纯虚数。

z = a+ bi


b = 0 : 实数

b ̸= 0 : 虚数

a = 0 : 纯虚数

a ̸= 0 : 非纯虚数

例题 2.1

（复数分类与实部虚部）【对抗 M1、M2】

指出下列复数的实部与虚部，并说明它们属于哪一类：

（1）z = 3 + 2i；（2）z = −5i；（3）z = 4；（4）比较 z1 = 1 + 2i 与 z2 = 2 + i 的大小。

解：（1）实部 3，虚部 2（注意是 2，不是 2i）——b ̸= 0 且 a ̸= 0，是虚数（非纯虚数）。（2）
z = 0 + (−5)i，实部 0，虚部 −5——a = 0 且 b ̸= 0，是纯虚数。（3）z = 4 + 0i，实部 4，虚

部 0——是实数（所有实数都是复数）。（4）复数不能比较大小——1+ 2i 与 2+ i 谁大谁小没

有意义，因为复数不是数轴上的点，而是平面上的点。能比较的只有模（2.3 节学）。■

Try It 2.1：指出 z = −1

2
+

√
3

2
i 的实部、虚部，并判断它是虚数还是纯虚数。

Q&A

• 问：i 是“不存在”的数吗？

答：不是。i 是规定出来的新数，就像分数、负数当年也是“规定”出来的。数学上“存在”
指“逻辑上自洽、可运算”，i 完全满足。

• 问：实部、虚部可以是无理数吗？

答：可以。实部、虚部都只需是实数，
√
2、π 都行，如 z =

√
2 + πi。

想一想：i5、i6 分别等于多少？（提示：i4 = 1，每 4 次循环一次，i4k+r = ir）

2.1.2 复数相等与共轭复数：实部对实部、虚部对虚部

学习目标

• 掌握复数相等的充要条件；
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• 理解共轭复数的概念；

• 会求共轭复数。

前置复习：
√
2 与

√
3 能相等吗？两数相等需要满足什么？

复数相等

如果两个复数 a+ bi 与 c+ di 的实部与虚部分别相等，那么这两个复数相等：

a+ bi = c+ di ⇐⇒ a = c 且 b = d

共轭复数

当两个复数的实部相等、虚部互为相反数时，这两个复数叫做互为共轭复数。复数 z =

a+ bi 的共轭复数记作 z̄：

z̄ = a− bi

例题 2.2

（复数相等求参数）【对抗 M8】

已知 (a+ b) + (a− b)i = 6 + 2i，求实数 a、b 的值。

解：由复数相等：实部相等且虚部相等，a+ b = 6

a− b = 2

两式相加得 2a = 8，a = 4；代入得 b = 2。检验：(4 + 2) + (4− 2)i = 6 + 2i ✓。■

Try It 2.2：已知 (x− 1) + (y + 3)i = 2 + 0i，求 x、y。

Q&A

• 问：z = z̄ 说明什么？

答：说明虚部为 0，即 z 是实数。这是“判断一个复数是不是实数”的常用招。

• 问：z = −z̄ 说明什么？

答：说明实部为 0，即 z 是纯虚数（或 0）。

想一想：z = 3 + 4i 的共轭是什么？z 与 z̄ 的实部、虚部各有什么关系？

本节练习（答案见章末）

• 求 i11 的值。

• 已知 z = (m− 1) + (m+ 1)i，当 m 取何值时 z 是实数？纯虚数？

• 已知 (2x+ y) + (x− 2y)i = 5− 3i，求 x、y。
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2.2 复数的四则运算：像多项式一样算

2.2.1 复数的加减法：对应部分相加减

学习目标

• 掌握复数的加减法运算法则；

• 理解复数加减法的运算律；

• 能化简含 i 的加减式子。

前置复习：多项式 (2 + 3x) + (4− 5x) 怎么合并？类比到 i 呢？

复数加减法

设 z1 = a+ bi，z2 = c+ di，则

z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i

z1 − z2 = (a− c) + (b− d)i

运算律：加法满足交换律、结合律。

例题 2.3

（复数加减法）

计算：（1）(2 + 3i) + (4− 5i)；（2）(3− 2i)− (1 + 4i)。

解：（1）实部相加 2 + 4 = 6，虚部相加 3 + (−5) = −2，故原式 = 6− 2i。（2）实部相减 3−
1 = 2，虚部相减 −2− 4 = −6，故原式 = 2− 6i。检验：(6− 2i) + (1 + 4i) = 7 + 2i，而 (3−
2i) + (4 + 4i) = 7 + 2i ✓（说明 (3− 2i)− (1 + 4i) = 2− 6i 正确）。■

Try It 2.3：计算：(5− 3i) + (2 + i) 与 (1 + i)− (1− i)。

想一想：(a+ bi)+ (a− bi) 等于什么？这个结果提示 z+ z̄ 有什么性质？（提示：虚部抵消，只

剩 2a）

2.2.2 复数的乘除法：分配律展开 + i2 = −1 化简

学习目标

• 掌握复数乘法法则；

• 掌握复数除法法则（分母乘共轭）；

• 会用 i 的幂周期化简高次幂。

第 20页



前置复习：(x+ 2)(x+ 3) 怎么展开？
1√
2
怎么把分母化成有理数？

复数乘法

(a+ bi)(c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i

复数除法

a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)

(c+ di)(c− di)
=

(ac+ bd) + (bc− ad)i

c2 + d2

How To：做复数除法

• 把分子、分母同乘分母的共轭；

• 分母变为实数 c2 + d2；

• 分子用乘法法则展开，合并实部虚部；

• 分别除以分母，写成 a+ bi 形式。

例题 2.4

（复数乘除法）【对抗 M7】

（1）计算 (2 + 3i)(1− i)；（2）计算 1 + i

1− i
；（3）计算 i2025。

解：（1）展开：2 · 1 + 2 · (−i) + 3i · 1 + 3i · (−i) = 2− 2i + 3i− 3i2 = 2 + i + 3 = 5 + i。（2）

分子分母同乘 1 + i：
(1 + i)2

(1− i)(1 + i)
=

1 + 2i+ i2

1− i2
=

2i

2
= i。（3）2025 = 4× 506 + 1，i2025 =

i4×506+1 = (i4)506 · i = 1506 · i = i。检验：(5+ i)(1+ i)−1⋯⋯改用验证法：(5+ i) = (2+3i)(1−
i) 已直接展开得证；

1 + i

1− i
= i 两边乘 1− i：i(1− i) = i− i2 = 1 + i ✓。■

Try It 2.4：计算：(1− i)(1 + i) 与
2

1 + i
。

Q&A

• 问：i2 = −1 代入不彻底会怎样？

答：会得出“带 i 的项没消掉”的错误结果。比如 (1 + i)2 = 1 + 2i+ i2 = 2i，若把 i2 写成 1

就得 2 + 2i，错了。

• 问：复数乘法有“除法是乘法的逆运算”的性质吗？

答：有。只要除数非零，z1 ÷ z2 唯一确定，且 (z1 ÷ z2)× z2 = z1。

想一想：计算
1

i
，你得到什么？它等于 −i 吗？（提示：分子分母同乘 −i 或 i 试试）
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例题 2.5

（乘除法逆运算与共轭求模）【对抗 M5、M7】

（1）已知 (1− 2i)z = 5 + i，求复数 z；（2）求
∣∣∣∣1 + 2i

2− i

∣∣∣∣。
解：（1）z =

5 + i

1− 2i
。分子分母同乘 1 + 2i：

z =
(5 + i)(1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
=

5 + 10i+ i+ 2i2

1− 4i2
=

3 + 11i

5
=

3

5
+

11

5
i

检验：(1− 2i)

(
3

5
+

11

5
i

)
=

3 + 11i− 6i− 22i2

5
=

3 + 5i+ 22

5
=

25 + 5i

5
= 5 + i ✓。（2）利

用 |z1z2|= |z1||z2|：
∣∣∣∣1 + 2i

2− i

∣∣∣∣ = |1 + 2i|
|2− i|

=

√
5√
5
= 1。检验：直接算

1 + 2i

2− i
=

(1 + 2i)(2 + i)

5
=

2 + i+ 4i+ 2i2

5
=

5i

5
= i，|i|= 1 ✓。■

本节练习（答案见章末）

• 计算：(3 + 4i) + (5− 2i) 与 (2− i)(3 + i)。

• 计算：3 + 4i

2− i
。

• 求 i2023 的值。

2.3 复数的几何意义：平面上的点

2.3.1 复平面与模：复数就是平面上的点

学习目标

• 理解复平面的概念，会在复平面内标出复数对应的点；

• 掌握复数模的定义与求法；

• 知道 |z| 的几何意义（到原点的距离）。

前置复习：平面直角坐标系中，点 (3, 4) 到原点的距离是多少？怎么算的？

复平面

建立了直角坐标系来表示复数的平面叫做复平面，x 轴叫实轴，y 轴叫虚轴。复数 z =

a+ bi 对应点 Z(a, b)，也对应向量
−→
OZ。

复数的模

向量
−→
OZ 的长度叫做复数 z 的模（或绝对值），记作 |z|：

|z|= |a+ bi|=
√
a2 + b2
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例题 2.6

（复平面标点与求模）【对抗 M4】

（1）在复平面内标出 z1 = 3+4i、z2 = −2i、z3 = 3 对应的点；（2）求 |z1|、|z2|、|z3|；（3）
比较 |3 + 4i| 与 |3 + 4|。

解：（1）z1 对应 (3, 4)，z2 对应 (0,−2)，z3 对应 (3, 0)。（2）|z1|=
√
32 + 42 =

√
25 = 5；|z2|=√

02 + (−2)2 = 2；|z3|=
√
32 + 02 = 3。（3）|3 + 4i|= 5，而 |3 + 4|= |7|= 7——模不是“去掉

负号”的绝对值，它按
√
a2 + b2 计算。■

x

y

O-2 2 4

-1

1

2

3

4

5

z1 = 3 + 4i

z2 = −2 + i

z3 = 3

实轴

虚轴

图 2.1: 复平面内标点

Try It 2.5：求 |1 + i|、|−5i|、|6| 的值。

Q&A

• 问：z = 3 + 4i 与 z′ = 4 + 3i 的模相等吗？它们相同吗？

答：模都等于 5，相等；但 z 对应点 (3, 4)，z′ 对应点 (4, 3)，是两个不同的复数——模相等

不代表复数相等。

• 问：纯虚数在复平面的什么位置？

答：在虚轴（y 轴）上。实数在实轴（x 轴）上。

想一想：|z|= 1 表示复平面内什么样的点集？（提示：到原点的距离都是 1）

2.3.2 共轭与模的性质：模是圆的半径

学习目标

• 掌握共轭的运算性质；
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• 掌握 zz̄ = |z|2 及模的运算性质；

• 会把 |z − z0|= r 翻译成圆。

前置复习：z = 1 + i，求 z̄、zz̄、|z|2、z2。

共轭与模的性质

• z · z̄ = |z|2（万能钥匙）；

• z + z̄ = 2Re z，z − z̄ = 2i Im z；

• 共轭对加减乘除的分配：z1 ± z2 = z̄1 ± z̄2，z1z2 = z̄1z̄2；

• 模对乘除：|z1z2|= |z1||z2|，
∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1||z2|（z2 ̸= 0）。

轨迹的几何意义

|z − z0|= r 表示复平面内以 z0 为圆心、r 为半径的圆——因为 z 到定点 z0 的距离恒为

r。

x

y

O-1 1 2 3 4 5

-4

-2

2

4 z = 3 + 4i

z̄ = 3− 4i

关于实轴（x 轴）对称

图 2.2: 共轭复数关于实轴对称

例题 2.7

（共轭与模的性质应用）【对抗 M5、M6、M12】

已知 z = 1 + i。

（1）求 |z|、z2、zz̄，并验证 zz̄ = |z|2 ̸= z2；（2）已知 z1 = 2+ i，z2 = 1+2i，验证 z1z2 =

z̄1z̄2；（3）画出 |z − 1|= 3 表示的图形。
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解：（1）|z|=
√
12 + 12 =

√
2，|z|2= 2；z2 = (1 + i)2 = 1+ 2i+ i2 = 2i；zz̄ = (1 + i)(1− i) =

1− i2 = 2。故 zz̄ = |z|2= 2，而 z2 = 2i ̸= 2——|z|2 与 z2 不是一回事。（2）z1z2 = (2+ i)(1+

2i) = 2 + 4i+ i+ 2i2 = 2 + 5i− 2 = 5i，z1z2 = −5i；而 z̄1z̄2 = (2− i)(1− 2i) = 2− 4i− i+

2i2 = 2− 5i− 2 = −5i ✓。（3）|z− 1|= 3 表示以 z0 = 1（点 (1, 0)）为圆心、半径 3 的圆。检

验：（1）中 |z|=
√
2 由勾股定理直接得 |1 + i|=

√
12 + 12 =

√
2 ✓。■

Try It 2.6：已知 z = 2− 3i，求 z̄、zz̄、|z|，并写出 |z − i|= 2 表示的图形。

Q&A

• 问：|z1z2|= |z1||z2| 怎么证？

答：设 z1 = a + bi、z2 = c + di，展开 |z1z2|2= (ac− bd)2 + (ad + bc)2 = (a2 + b2)(c2 + d2) =

|z1|2|z2|2，开方即得。

• 问：|z − z1|= |z − z2| 是什么图形？

答：到两点距离相等的点的轨迹——两点的垂直平分线（中垂线）。

想一想：|z|= |z − 4i| 表示的图形是什么？（提示：到原点和到 4i 距离相等）

例题 2.8

（共轭与模求参数）【对抗 M8、M10】

已知复数 z = (m+ 1) + (m− 1)i（m ∈ R）。

（1）若 z 为纯虚数，求 m；（2）若 zz̄ = 6，求 m。

解：（1）纯虚数需实部为 0 且虚部不为 0：m + 1 = 0 得 m = −1，此时虚部 m− 1 = −2 ̸=
0 ✓。故 m = −1。（2）zz̄ = |z|2= (m + 1)2 + (m − 1)2 = 6。展开：(m2 + 2m + 1) + (m2 −
2m+ 1) = 2m2 + 2 = 6，得 m2 = 2，m = ±

√
2。检验：m =

√
2 时 |z|2= (

√
2 + 1)2 + (

√
2−

1)2 = 3 + 2
√
2 + 3− 2

√
2 = 6 ✓；m = −

√
2 同理 ✓。■

本节练习（答案见章末）

• 求 |2− 2i|、|−3 + 4i|、|5|。

• 已知 z = 1− 2i，求 zz̄ 与 |z|。

• 画出 |z + 2|= 1 表示的图形，并写出圆心与半径。

2.4 复数的三角表示：旋转的语言

2.4.1 复数的三角形式：模 + 辐角

学习目标
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• 理解复数的三角形式 z = r(cos θ + i sin θ)；

• 掌握复数乘法与除法在三角形式下的几何意义；

• 会用三角形式解释“乘 i 旋转 90◦”。

前置复习：点 P (1, 1) 到原点距离是多少？OP 与 x 轴夹角是多少？

复数的三角形式

设复数 z = a+ bi 对应点 Z(a, b)，r = |z|，θ 是以 x 轴正半轴为始边、射线 OZ 为终边

的角（0 ≤ θ < 2π），则

z = r(cos θ + i sin θ)

其中 r 叫模，θ 叫辐角。θ 用弧度表示时，上式就是复数的三角形式。

几何意义

• a = r cos θ，b = r sin θ；

• 复数乘法：模相乘、辐角相加——(r1 ̸ θ1)(r2 ̸ θ2) = r1r2 ̸ (θ1 + θ2)；

• 乘 i：i = 1 ·
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
，模为 1、辐角

π

2
，所以乘 i 就是把复数绕原点逆时针旋转

90◦。

例题 2.9

（复数三角形式）

（1）把 z = 1 + i 化为三角形式；（2）把 z = 2(cos 60◦ + i sin 60◦) 化为 a + bi 形式；（3）
用三角形式解释 i2 = −1。

解：（1）r = |1 + i|=
√
2，辐角 θ =

π

4
（点 (1, 1) 在第一象限角平分线），故 z =

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
。（2）2 (cos 60◦ + i sin 60◦) = 2

(
1

2
+ i ·

√
3

2

)
= 1 +

√
3i。（3）i 的

三角形式是 cos
π

2
+ i sin

π

2
（模 1、辐角

π

2
）。i2 即辐角相加

π

2
+

π

2
= π、模 1× 1 = 1，对应

cos π + i sin π = −1——旋转 90◦ 两次，正好掉头成 −1。检验：（1）
√
2 cos

π

4
=
√
2×
√
2

2
=

1，
√
2 sin

π

4
= 1 ✓。■
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z = 2 + i

iz = −1 + 2i

乘 i：旋转 90◦

图 2.3: 乘 i 的几何意义：逆时针旋转 90°

Try It 2.7：把 z = −1 化为三角形式；把 z = 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
化为 a+ bi 形式。

Q&A

• 问：每个复数都有唯一的三角形式吗？

答：模唯一；辐角不唯一（可相差 2π 的整数倍）。规定 0 ≤ θ < 2π 时取“主辐角”，表示就

唯一了。z = 0 的辐角不定。

• 问：为什么要学三角形式？

答：坐标形式擅长加减，三角形式擅长乘除。物理里交流电、振动合成都用“模 + 相位（辐
角）”，三角形式是它们的数学语言。

想一想：z = i 的三角形式是什么？乘 z 一次，点 (1, 0) 会转到哪？（提示：1× i = i）

本节练习（答案见章末）

• 把 z = 1− i 化为三角形式。

• 把 z = 3
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
化为 a+ bi 形式。

• 用三角形式说明：(1 + i)(1 + i) = 2i。（提示：(1 + i) 的模为
√
2、辐角

π

4
）

第 27页



本章回顾

概念地图

·虚数单位：i2 = −1；i 的幂每 4 次循环：i,−1,−i, 1·复数：z = a+ bi（a, b ∈ R）；实
部 a、虚部 b（不是 bi）·分类：b = 0 实数；b ̸= 0 虚数；a = 0 且 b ̸= 0 纯虚数·复数相等：

a + bi = c + di ⇐⇒ a = c 且 b = d；复数不可比大小·共轭：z̄ = a − bi；zz̄ = |z|2；z =

z̄ ⇐⇒ z ∈ R ·加减法：(a ± c) + (b ± d)i（实部虚部分别合并）·乘法：(ac − bd) + (ad +

bc)i，遇 i2 换 −1 ·除法：分子分母同乘分母共轭，分母实数化·复平面：实轴、虚轴；z ↔
点 Z(a, b)↔ 向量

−→
OZ ·模：|z|=

√
a2 + b2（到原点距离）；|z1z2|= |z1||z2|·轨迹：|z − z0|=

r 为圆；|z − z1|= |z − z2| 为中垂线·三角形式：z = r(cos θ + i sin θ)；乘法 = 模相乘、辐角
相加

关键公式速查

内容 公式

虚数单位 i2 = −1，i4k = 1

复数相等 a+ bi = c+ di ⇐⇒ a = c 且 b = d

加减法 (a+ bi)± (c+ di) = (a± c) + (b± d)i

乘法 (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

除法
a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)

c2 + d2

共轭 z̄ = a− bi；zz̄ = |z|2

模 |z|=
√
a2 + b2；|z1z2|= |z1||z2|

三角形式 z = r(cos θ + i sin θ)

分层练习

A 基础层

• 指出 z = 2− 7i 的实部、虚部，并判断类别。

• 求 i50 的值。

• 计算：(3− 5i) + (2 + 3i) 与 (1 + 2i)(3− i)。

• 计算：2− i

1 + i
。

• 求 |3− 4i|、|1 + i|、|−2|。

• 已知 z = 1 + i，求 zz̄ 与 z̄。

B 应用层

• 已知 z = (a− 1) + (a+ 1)i 是纯虚数，求实数 a。

• 已知 x, y ∈ R，且 (x+ y) + (x− y)i = 4− 2i，求 x、y。
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• 在复平面内，画出满足 |z − 2|= 3 的点集，并说明图形的圆心与半径。

C 拓展层

• 已知 z1 = 1 + i，z2 = 1− i，求 z1z2 与
z1
z2
，并求 |z41 |。

• 证明：对任意复数 z，|z + z̄|= 2|Re z|。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 2.1：实部 −1

2
，虚部

√
3

2
——a ̸= 0 且 b ̸= 0，是虚数（非纯虚数）。

• 2.2：x− 1 = 2 且 y + 3 = 0，故 x = 3，y = −3。

• 2.3：(5− 3i) + (2 + i) = 7− 2i；(1 + i)− (1− i) = 2i。

• 2.4：(1− i)(1 + i) = 1− i2 = 2；
2

1 + i
=

2(1− i)

(1 + i)(1− i)
=

2− 2i

2
= 1− i。

• 2.5：|1 + i|=
√
2；|−5i|= 5；|6|= 6。

• 2.6：z̄ = 2+ 3i；zz̄ = 4+ 9 = 13；|z|=
√
13；|z− i|= 2 表示以 i（点 (0, 1)）为圆心、半

径 2 的圆。

• 2.7：z = −1的模 1、辐角 π，三角形式 cos π+i sin π；2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
= 2

(√
3

2
+

1

2
i

)
=

√
3 + i。

各节练习答案

• 2.1 节：1. i11 = i4×2+3 = i3 = −i。2. z 为实数需 m + 1 = 0，即 m = −1；为纯虚数需
m− 1 = 0 且 m+ 1 ̸= 0，即 m = 1。3. 2x+ y = 5，x− 2y = −3，解得 x =

7

5
，y =

11

5
。

• 2.2 节：1. (3+4i)+ (5− 2i) = 8+2i；(2− i)(3+ i) = 6+2i− 3i− i2 = 7− i。2. 3 + 4i

2− i
=

(3 + 4i)(2 + i)

4 + 1
=

6 + 3i+ 8i+ 4i2

5
=

2 + 11i

5
=

2

5
+

11

5
i。3. 2023 = 4× 505 + 3，i2023 =

i3 = −i。

• 2.3 节：1. |2 − 2i|= 2
√
2；|−3 + 4i|= 5；|5|= 5。2. zz̄ = 1 + 4 = 5，|z|=

√
5。3. |z +

2|= 1 即 |z − (−2)|= 1：以 (−2, 0) 为圆心、半径 1 的圆。

• 2.4 节：1. |1 − i|=
√
2，辐角

7π

4
（即 −π

4
） ，z =

√
2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
。2.

3
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 3

(
1

2
+

√
3

2
i

)
=

3

2
+

3
√
3

2
i。3. (1 + i) 模

√
2、辐角

π

4
，平方

后模 2、辐角
π

2
，即 2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= 2i ✓。
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分层练习答案

A1：实部 2，虚部 −7，b ̸= 0 且 a ̸= 0 → 虚数（非纯虚数）。

A2：i50 = i4×12+2 = i2 = −1。

A3：(3− 5i) + (2 + 3i) = 5− 2i；(1 + 2i)(3− i) = 3− i+ 6i− 2i2 = 5 + 5i。

A4：2− i

1 + i
=

(2− i)(1− i)

2
=

2− 2i− i+ i2

2
=

1− 3i

2
=

1

2
− 3

2
i。

A5：|3− 4i|= 5；|1 + i|=
√
2；|−2|= 2。

A6：z̄ = 1− i；zz̄ = (1 + i)(1− i) = 2。

B7：纯虚数需 a− 1 = 0 且 a+ 1 ̸= 0，故 a = 1。

B8：x+ y = 4，x− y = −2，解得 x = 1，y = 3。

B9：|z − 2|= 3：圆心 (2, 0)、半径 3 的圆。

C10：z1z2 = (1 + i)(1− i) = 2；
z1
z2

=
1 + i

1− i
= i；|z41 |= |z1|4= (

√
2)4 = 4。

C11：设 z = a+ bi，z̄ = a− bi，z + z̄ = 2a，故 |z + z̄|= |2a|= 2|a|= 2|Re z|。■
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第三章 空间到底长什么样：立体几何初步

章首情境

3.1 基本立体图形：三维世界的“词汇表”

3.1.1 多面体：棱柱、棱锥、棱台

学习目标

• 理解多面体、旋转体的概念，能说出棱柱、棱锥、棱台的结构特征；

• 会用结构特征判断一个几何体是什么体；

• 掌握正棱柱、正棱锥、正棱台的特殊结构，能进行基本量（侧棱、斜高、表面积、体积）
的计算。

前置复习（Be Prepared）

• 长方形沿一条边旋转一周，形成什么几何体？

• 三角形、矩形、圆的面积公式分别是什么？

• 正方形的对角线与其边长的关系是什么？

情境引入：装薯片的筒、金字塔模型、切掉尖的“蛋糕塔”——它们分别对应圆柱、棱锥、棱
台。观察这三个实物，说出它们的共同点与不同点。

多面体的概念

由若干个平面多边形围成的封闭几何体叫做多面体。多面体的面（多边形）、棱（相邻面
的公共边）、顶点（棱与棱的公共点）——这三个词是描述多面体“长相”的基本词汇。

棱柱：有两个面互相平行且全等（底面），其余各面都是平行四边形，并且每相邻两个四边形
的公共边互相平行（侧棱）。侧棱平行且相等。

棱锥：有一个面是多边形（底面），其余各面都是有一个公共顶点的三角形（侧面）。

棱台：用一个平行于棱锥底面的平面去截棱锥，底面与截面之间的部分叫做棱台。棱台的侧
棱延长后必交于一点（还原成一个棱锥）。
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How To：判定一个多面体是棱柱、棱锥还是棱台

• 找“最像底”的两个面（或一个面），看其余各面的形状；

• 其余各面全是平行四边形且侧棱平行 → 棱柱；其余各面是共顶点的三角形 → 棱锥；

• 上下两个面平行、侧面是梯形 → 再验：侧棱延长线是否交于一点——交于一点是棱台，
不交则是“斜柱”或别的体；

• 只要侧面是平行四边形却声称是棱台 → 直接判错。

例题 3.1

（判定几何体类型）下列几何体分别是什么体？说明理由。

（1）两个面互相平行且全等，其余各面都是平行四边形的多面体；（2）一个面是五边形，
其余各面是有一个公共顶点的三角形的多面体；（3）用一个平行于圆锥底面的平面截圆锥，截
面与底面之间的部分。

解：（1）棱柱——底面互相平行且全等，侧面都是平行四边形，满足棱柱定义。（2）棱锥——
底面是多边形，其余各面是共公共顶点的三角形，这正是棱锥的结构特征。（3）圆台——用一
个平行于底面的平面去截圆锥得到的部分，是旋转体中的圆台（不是棱台，因为底面是圆）。

Try It 3.1：判断：底面是平行四边形的四棱柱叫什么名字？（提示：看两个底面与四条侧棱
能否“平移对得上”）

例题 3.2

（棱台辨析，对抗 M8）判断下列说法是否正确，并说明理由。

（1）有两个面平行，其余各面都是四边形的几何体一定是棱台；（2）棱台的侧棱延长线必
交于一点；（3）棱台的侧面都是平行四边形。

解：（1）错。反例：把两个平行但大小相差很大的四边形随意叠放，用四边形侧面“缝”起
来，侧棱不平行也不交于一点，它既不是棱柱也不是棱台——“其余各面都是四边形”远不
够判棱台。（2）对。棱台由棱锥用平行于底面的平面截出，还原即得原棱锥，侧棱延长后正
是原棱锥的侧棱，必交于顶点。（3）错。棱台的侧面是梯形（截得棱锥后，侧面的三角形被截
掉尖角变成梯形）。■

Try It 3.2：有一个几何体，两个底面是平行且相似的四边形，侧面是梯形，且四条侧棱延长
后交于一点。它是棱台吗？为什么？

想一想：正三棱柱与三棱柱有什么区别？“正”字加了什么条件？（提示：底面要正多边形，且
侧棱要垂直于底面）

3.1.2 旋转体：圆柱、圆锥、圆台、球

学习目标
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• 理解旋转体（圆柱、圆锥、圆台、球）的形成过程与结构特征；

• 掌握圆柱、圆锥、圆台的轴、底面、侧面、母线等概念；

• 掌握常见多面体与旋转体的表面积、体积公式并能计算。

前置复习：矩形、直角三角形、直角梯形、半圆绕一条边（或直径）旋转一周，各得到什么体？

旋转体的概念

• 圆柱：矩形绕其一边所在直线旋转一周形成；两个底面是互相平行且全等的圆，侧面是
曲面，母线都相等。

• 圆锥：直角三角形绕其一直角边所在直线旋转一周形成；底面是圆，顶点到圆周上任意
一点的母线都相等。

• 圆台：直角梯形绕其垂直于底边的腰所在直线旋转一周形成（也可看作圆锥被平行于底
面的平面截得的上下两段）。

• 球：半圆绕其直径所在直线旋转一周形成。球面上任意一点到球心的距离都等于半径 r。

例题 3.3

（正棱锥与旋转体的基本量计算）

（1）正四棱锥的底面边长为 4，高为 6。求它的斜高、侧棱长、表面积与体积；（2）圆锥
的底面半径为 3，高为 4。求它的侧面积、表面积与体积。

解：（1）设底面中心为 O，顶点为 P，E 为底面一边 AB 的中点。底面边心距 OE = 2，高

PO = 6，故斜高

PE =
√
PO2 +OE2 =

√
36 + 4 =

√
40 = 2

√
10.

底面中心到顶点 A 的距离（底面正方形外接圆半径）OA =
4
√
2

2
= 2
√
2，故侧棱长

PA =
√
PO2 +OA2 =

√
36 + 8 =

√
44 = 2

√
11.

底面积 S底 = 42 = 16，四个侧面每个面积为
1

2
× 4× 2

√
10 = 4

√
10，侧面积 16

√
10，表面积

S = 16 + 16
√
10.

体积

V =
1

3
S底 · h =

1

3
× 16× 6 = 32.

（2）母线长 l =
√
32 + 42 = 5。侧面积 S侧 = πrl = 15π，表面积 S = πr2 + πrl = 9π + 15π =

24π，体积

V =
1

3
πr2h =

1

3
× π × 9× 4 = 12π.

Try It 3.3：球的半径为 3，求球的体积与表面积。再算：圆柱底面半径 3、高 4 的体积与表

面积。（提示：这两个结果很“对称”）

Q&A
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• 问：圆柱、圆锥、圆台的侧面展开图分别是什么？

答：圆柱的侧面展开是矩形（宽为底面周长 2πr，高为母线长）；圆锥的侧面展开是扇形（弧

长为 2πr，半径为母线长 l，圆心角
2πr

l
）；圆台的侧面展开是扇环。

• 问：正棱锥一定是“侧棱都相等”的吗？

答：是的。正棱锥要求底面是正多边形且顶点在底面中心的投影，由此可证所有侧棱都相等
（每个直角三角形 POA、POB 的直角边 PO 相等、OA = OB，故斜边相等）。反过来，“侧

棱相等”推不出“正棱锥”——还要底面是正多边形。

练一练：判断正误——“底面是正多边形的棱锥一定是正棱锥。”（提示：想一个底面正但顶
点歪到一边的棱锥）

本节练习（答案见章末）

• 判断正误：（1）棱台的侧棱延长线必交于一点；（2）各面都是三角形的多面体一定是棱
锥；（3）球的任意截面都是圆。

• 圆锥底面半径为 3，母线长为 5，求它的侧面积与体积。

• 正三棱柱的底面边长为 2，高为 3，求它的表面积与体积。

• 半径为 2 的球，其体积与表面积之比是多少？

3.2 立体图形的直观图与三视图：怎么画得像

3.2.1 斜二测画法：一张纸上的“透视魔法”

学习目标

• 掌握斜二测画法的规则，能画水平放置的平面图形与简单立体图形的直观图；

• 掌握直观图与原图面积的换算关系 S ′ =

√
2

4
S；

• 理解斜二测画法“保平行、保横向长度、纵向减半”的本质。

前置复习：画一个边长为 2 的正方形，再画一个边长为 2 的正三角形，标出它们的高。

情境引入：你拍照时，近处的桌子腿看起来比远处的高——那是透视变形。数学里要“画得
标准、量得准”，反而不能随便透视，必须遵守固定规则。

斜二测画法的规则

• 在已知图形中取互相垂直的 x 轴、y 轴，画直观图时，把它们画成夹角为 45◦（或 135◦）

的 x′ 轴、y′ 轴；
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• x′ 轴方向（横向）的长度不变；

• y′ 轴方向（纵向）的长度变为原来的一半；

• 竖直的 z 轴方向长度不变（画立体时使用）。

How To：画水平放置的平面图形的直观图

• 在原图中建立直角坐标系，标出关键点的坐标；

• 画 x′、y′ 轴成 45◦；

• 把每个点按“横坐标不变、纵坐标减半”搬到新坐标系；

• 顺次连接各点，擦去辅助线。

例题 3.4

（斜二测画法求直观图面积，对抗 M2）

画出水平放置的边长为 4 的正三角形 ABC 的直观图，并求直观图的面积。

解：以 BC 所在直线为 x 轴、BC 的中点 O 为原点建立坐标系，A 的纵坐标为 2
√
3（正三

角形高）。画直观图时，B′、C ′ 在 x′ 轴上，长度不变：B′C ′ = 4；A′ 的纵坐标减半：2
√
3×

1

2
=
√
3，且 OA′ 与 x′ 轴成 45◦。A′ 到底边 B′C ′ 所在直线的实际垂直距离为

√
3 · sin 45◦ =

√
3 ·
√
2

2
=

√
6

2
.

故直观图面积

S ′ =
1

2
× 4×

√
6

2
=
√
6.

另解（用面积公式）：原图面积 S =

√
3

4
× 42 = 4

√
3，由 S ′ =

√
2

4
S 得 S ′ =

√
2

4
× 4
√
3 =
√
6，

结果一致。■

Try It 3.4：画出水平放置的边长为 4 的正方形的直观图，并求其面积。（原面积 16，直观图

面积应为多少？）

例题 3.5

（由直观图面积反求原面积，对抗 M12）

一个水平放置的平面图形的斜二测直观图是一个面积为 3
√
2 的平行四边形，求原图形的

面积。

解：直观图与原图的面积关系为 S ′ =

√
2

4
S，故

S =
4√
2
S ′ =

4√
2
× 3
√
2 = 12.
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原图形的面积为 12。

Try It 3.5：一个平面图形的直观图面积为 2
√
2，原图形的面积是多少？

想一想：斜二测画法是“三视图的俯视图”吗？为什么？（提示：俯视图是正交投影——视线
垂直向下，长度比例不变；斜二测是 45◦ 方向的斜投影，纵向减半）

3.2.2 三视图：从三个方向给立体“拍照”

学习目标

• 理解三视图（正视图、侧视图、俯视图）的投影原理；

• 掌握“长对正、高平齐、宽相等”三对关系，能由两个视图补第三个；

• 会由三视图还原直观图，并求几何体的体积与表面积；

• 掌握虚实线规则：看得见的轮廓画实线，被遮挡的画虚线。

前置复习：一个长 3、宽 2、高 2 的长方体，从正面、左面、上面看，各是什么形状？尺寸各
是多少？

三视图的概念

把物体放在三个互相垂直的投影面之间，分别从正前方（正视图）、正左方（侧视图）、正

上方（俯视图）作正交投影（视线垂直于投影面），得到的三个视图统称三视图。

三对对应关系：

• 长对正：正视图与俯视图的长相等；

• 高平齐：正视图与侧视图的高相等；

• 宽相等：俯视图与侧视图的宽相等。

画法规则：看得见的轮廓线画实线，被遮挡的轮廓线画虚线。

How To：由三视图还原直观图

• 先用“长对正、宽相等、高平齐”反推几何体的长、宽、高（三个尺寸）；

• 看三个视图的形状，判断是由哪些基本体（柱、锥、台、球）组合或切割而成；

• 用虚实线判断“是挖了洞还是凸了块”：某处有虚线 → 有被挡住的凹陷或挖空；

• 想象出直观图，再计算体积与表面积。

例题 3.6

（三视图还原与计算，对抗 M1、M7）
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图 3.1: 配图

某几何体的三视图如图所示：正视图是边长为 2 的正方形，侧视图是边长为 2 的正方形，

俯视图是直径为 2 的圆。求该几何体的体积与表面积。

解：由三对关系：正视图与俯视图“长对正”给出底面直径 2，正视图与侧视图“高平齐”给

出高 2，俯视图是圆说明底面是圆——这是一个圆柱，底面半径 r = 1，高 h = 2。体积

V = πr2h = π × 1× 2 = 2π.

表面积

S = 2πr2 + 2πrh = 2π + 4π = 6π.

Try It 3.6：某几何体的三视图全是边长为 2 的正方形，它是什么几何体？体积、表面积各

是多少？

Q&A

• 问：为什么三视图里被遮挡的边要画虚线？

答：因为从那个方向看，它被前面的面挡住了、看不见，但确实存在。虚线就是提醒你“这里
还藏着一条棱”。还原直观图时，虚实线是判断挖空与否的最重要线索。

• 问：三视图一定能唯一确定一个几何体吗？

答：不一定。比如正视图、侧视图都是三角形、俯视图是圆的可以是圆锥，也可能是一些更怪
的组合体。考试题一般限定“由常见几何体组合而成”。

练一练：一个正方体（棱长 2）从正上方挖去一个棱长为 1 的小正方体，贯穿到底（截面是

1 × 1 的正方形，位于上底面中心）。画出它的俯视图（提示：中间的小正方形轮廓线是实线

还是虚线？），并求出剩余几何体的体积与表面积。（答案见章末）

本节练习（答案见章末）

• 画出水平放置的边长为 4 的正方形的直观图，并求其面积。

• 一个平面图形的斜二测直观图面积为 2
√
2，求原图形的面积。
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• 某几何体的三视图中，正视图与侧视图都是底边为 2、高为 4 的等腰三角形，俯视图是

半径为 1 的圆。求该几何体的体积。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.2: 三视图

• 一个圆柱（底面半径 1，高 2）放在桌面上，从正前方、正左方、正上方看，各是什么图

形？画出三视图的草图并标注尺寸。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.3: 三视图

3.3 空间中点线面的位置关系：空间的“语法”

3.3.1 平面与公理：空间秩序的“游戏规则”

学习目标

• 理解四个公理：直线在平面内的判定、确定平面的条件、两平面交线唯一、平行传递性；

• 掌握空间中直线与直线、直线与平面、平面与平面的位置关系分类；

• 能判断并说出空间元素间的位置关系。

前置复习：在平面几何中，两条直线的位置关系有哪两种？（平行、相交）到空间里，这个结
论还成立吗？

四个公理

• 公理 1：如果一条直线上的两个点在一个平面内，那么这条直线在这个平面内；
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• 公理 2：不共线的三个点确定一个平面（推论：一直线及线外一点确定一个平面；两条
相交直线确定一个平面；两条平行直线确定一个平面）；

• 公理 3：如果两个平面有一个公共点，那么它们有且只有一条过该点的公共直线（交线）；

• 公理 4：平行于同一条直线的两条直线互相平行（平行传递性）。

位置关系总表

对象 位置关系 判定要点

线与线 平行 / 相交 / 异面 异面：不共面且不相交
线与面 在面内 / 相交（含垂直）/ 平行 有无公共点 + 是否共面
面与面 平行 / 相交 无公共点即平行，交线是直线

例题 3.7

（位置关系辨析，对抗 M6）

在长方体 ABCD − A1B1C1D1 中，判断下列各对棱的位置关系：

（1）AB 与 D1C1；（2）AB 与 A1D1；（3）AA1 与 BC；（4）AC 与 BD；（5）AB 与

A1B1。

解：（1）平行——AB ∥ DC，DC ∥ D1C1，由公理 4得 AB ∥ D1C1。（2）异面——它们不共面：
AB 在底面 ABCD 内，A1D1 在上底面内，且方向一横一纵，不可能相交，也不共面。（3）异
面——AA1 垂直于底面，BC 在底面内，两者不共面、不相交。（4）相交——AC 与 BD 都

在底面 ABCD 内，且正方形对角线相交于中心。（5）平行——两条侧棱都垂直于底面且方向
相同。

Try It 3.7：在正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，判断 A1B1 与 AD、A1C1 与 BD 的位置关系。

想一想：经过空间任意三点，能确定几个平面？（提示：分“三点共线”与“不共线”讨论）

3.3.2 异面直线与空间角：两条“擦肩而过”的直线

学习目标

• 理解异面直线的定义，会判断两条直线是否异面；

• 掌握平移法求异面直线所成角；

• 了解空间角（线面角、二面角）的直观定义，为第 4 章向量法做铺垫。

前置复习：余弦定理：△ABC 中 a2 = b2 + c2 − 2bc cosA。

异面直线所成角

已知两条异面直线 a、b，经过空间任一点 O 分别作直线 a′ ∥ a、b′ ∥ b，则 a′ 与 b′ 所成

的锐角（或直角）叫做异面直线 a 与 b 所成的角（夹角）。

How To：求异面直线所成角（平移法）
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• 选一条直线，找一条与它平行且“离另一条近”的线段（常取中位线、面对角线）；

• 把角“搬到”一个三角形里；

• 用余弦定理（或特殊三角形）求角。

例题 3.8

（求异面直线所成角）

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.4: 配图

正方体 ABCD − A1B1C1D1 的棱长为 2，求异面直线 A1B 与 AD1 所成角的余弦值。

解：平移法。因为 A1B ∥ D1C（四边形 A1BCD1 是平行四边形），把 A1B 平移到 D1C，则

所求角等于 ̸ AD1C。在 △AD1C 中，AD1 = D1C = AC = 2
√
2（三条都是面对角线），故

△AD1C 是等边三角形，̸ AD1C = 60◦。所以异面直线 A1B 与 AD1 所成角的余弦值为

cos 60◦ =
1

2
.

Try It 3.8：在上题的正方体中，求异面直线 A1B 与 B1C1 所成角的余弦值。（提示：B1C1 ∥
BC，A1B 与 BC 所成角就是 A1B 与底面边的角）

Q&A

• 问：异面直线所成角为什么取锐角（或直角）而不取钝角？

答：这是人为约定——“所成角”总取两条直线夹出的那个较小的角，这样每个异面直线对
所成的角唯一确定，范围 [0, 90◦]。

• 问：线面角、二面角在第 3 章只学“直觉”，精确计算在哪一章？

答：线面角是斜线与它在平面内射影的夹角；二面角是沿棱“展开”后两个半平面所成的角。
本章先把“角长在哪、怎么找”看懂，第 4 章用空间向量把它们全部算出来。

练一练：正方体棱长为 2，求异面直线 A1D 与 B1C 的位置关系与所成角。（提示：这两条线

之间有条面对角线可以平移）

本节练习（答案见章末）
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• 判断正误：（1）空间中任意两条直线要么平行要么相交；（2）经过空间任意两点有且只
有一条直线；（3）三个不共线的点确定一个平面。

• 在长方体 ABCD − A1B1C1D1 中，AB 与 C1D1 是什么关系？AB 与 B1C1 呢？

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求异面直线 A1B 与 D1C1 所成角的余弦值。

3.4 空间中的平行与垂直：判定与证明

3.4.1 线面平行：三条件，一个都不能少

学习目标

• 掌握线面平行的判定定理与性质定理，能规范书写证明过程；

• 会通过构造中位线、平行四边形制造平行线来证明线面平行；

• 理解面面平行的判定与性质，会用“线面互化”思想解题。

前置复习：三角形的中位线有什么性质？平行四边形的判定方法有哪些？

线面平行的判定定理

如果平面外一条直线与此平面内的一条直线平行，那么该直线与此平面平行。即

a ̸⊂ α, b ⊂ α, a ∥ b ⇒ a ∥ α.

线面平行的性质定理

如果一条直线与一个平面平行，那么过该直线的任意平面与此平面的交线与该直线平行。

即

a ∥ α, a ⊂ β, α ∩ β = b ⇒ a ∥ b.

面面平行

• 判定定理：一个平面内的两条相交直线都平行于另一个平面，则这两个平面平行；

• 性质定理：两个平面平行，则其中一个平面内的任意直线都平行于另一个平面；两个平
行平面与第三个平面相交，交线平行。

How To：证明线面平行（标准四步）

• 找：在平面内找一条与直线 a 平行的直线 b（常用中位线、平行四边形对边、已知平行

线）；

• 证：证明 a ∥ b；

• 查：确认 a ̸⊂ α（直线不在面内）且 b ⊂ α；

• 写：按判定定理写出结论。
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例题 3.9

（线面平行证明，对抗 M3）

四棱锥 P −ABCD 的底面 ABCD 是平行四边形，E 为棱 PD 的中点。求证：PB ∥ 平
面 AEC。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.5: 配图

证明：连接 BD 交 AC 于点 O。因为底面 ABCD 是平行四边形，所以 O 是 BD 的中点（平

行四边形对角线互相平分）。在 △PBD 中，E 是 PD 的中点，O 是 BD 的中点，故 EO 是

△PBD 的中位线，EO ∥ PB。又 EO ⊂ 平面 AEC，且 PB ̸⊂ 平面 AEC（P /∈ 平面 AEC），

由线面平行判定定理，PB ∥ 平面 AEC。■

Try It 3.9：三棱锥 P −ABC 中，D、E 分别是棱 AB、AC 的中点。求证：DE ∥平面 PBC。

想一想（对抗 M3）：在正方体 ABCD − A1B1C1D1 中，直线 a 是底面 ABCD 内与 AB 平

行的一条直线。有人说“a ∥ AB，AB ⊂ 底面 ABCD，所以 a ∥ 底面 ABCD”——这个推

理对吗？错在哪一步？（提示：a 已经落在底面里了，第 (1) 个条件 a ̸⊂ α 不满足。判定定理

只管“平面外”的直线）

3.4.2 线面垂直与面面垂直：两条相交直线的分量

学习目标

• 掌握线面垂直的判定定理与性质，能规范书写证明；

• 掌握面面垂直的判定定理与性质定理，正确使用“垂直于交线”这个关键前提；

• 会利用垂直关系求简单几何体中的距离（等体积法）。

前置复习：两条直线垂直的定义；正方形、矩形、菱形的对角线性质。

线面垂直

如果直线 l 与平面 α 内的任意一条直线都垂直，则称 l 垂直于平面 α，记作 l ⊥ α。

• 判定定理：如果一条直线与一个平面内的两条相交直线都垂直，那么该直线与此平面垂
直：
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l ⊥ m, l ⊥ n, m ⊂ α, n ⊂ α, m ∩ n = O ⇒ l ⊥ α.

• 性质定理：垂直于同一个平面的两条直线平行。

面面垂直

• 判定定理：一个平面过另一个平面的垂线，则这两个平面垂直：

l ⊥ α, l ⊂ β ⇒ α ⊥ β.

• 性质定理：两个平面垂直，则一个平面内垂直于交线的直线垂直于另一个平面：

α ⊥ β, α ∩ β = a, b ⊂ β, b ⊥ a ⇒ b ⊥ α.

How To：证明线面垂直（标准步骤）

• 在平面内找两条相交直线 m、n；

• 分别证明 l ⊥ m、l ⊥ n（常用：正方形对角线垂直、线面垂直推出线线垂直、勾股逆定

理）；

• 写清“m 与 n 相交于 O”；

• 由判定定理下结论。

例题 3.10

（线面垂直证明，对抗 M5）正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，求证：BD1 ⊥ 平面 ACB1。
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图 3.6: 配图

证明：（(1) 证 BD1 ⊥ AC）连接 BD。在底面 ABCD 中，AC ⊥ BD（正方形对角线互相垂

直）；又 DD1 ⊥ 底面 ABCD，AC ⊂ 底面，故 DD1 ⊥ AC。于是 AC 垂直于平面 BDD1 内

两条相交直线 BD、DD1，所以 AC ⊥ 平面 BDD1，从而 AC ⊥ BD1。（(2) 证 BD1 ⊥ AB1）

连接 A1B。在侧面 ABB1A1 中，AB1 ⊥ A1B（正方形对角线互相垂直）；又 A1D1 ⊥ 平面
ABB1A1，AB1 ⊂ 平面 ABB1A1，故 AB1 ⊥ A1D1。于是 AB1 垂直于平面 A1BD1 内两条相
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交直线 A1B、A1D1，所以 AB1 ⊥ 平面 A1BD1，从而 AB1 ⊥ BD1。（(3) 合并）由 BD1 ⊥
AC、BD1 ⊥ AB1，且 AC ∩ AB1 = A，两条直线相交，由线面垂直判定定理，BD1 ⊥ 平面
ACB1。■

Try It 3.10：正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，求证：A1B1 ⊥ 平面 BB1D1D。（提示：A1B1

与面内哪两条相交直线垂直？）

例题 3.11

（面面垂直判定 + 等体积法求距离，对抗 M4）

四棱锥 P −ABCD 中，底面 ABCD 是矩形，PA ⊥底面 ABCD，PA = AB = 2，AD =

4。（1）求证：平面 PBC ⊥ 平面 PAB；（2）求点 C 到平面 PBD 的距离。

E
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CD

A1 B1

C1D1

图 3.7: 配图

证明（1）：因为 PA ⊥ 底面 ABCD，BC ⊂ 底面，故 PA ⊥ BC；又矩形中 AB ⊥ BC，所

以 BC 垂直于平面 PAB 内两条相交直线 PA、AB，故 BC ⊥ 平面 PAB。又 BC ⊂ 平面
PBC，由面面垂直判定定理，平面 PBC ⊥ 平面 PAB。■

解（2）：用等体积法。设点 C 到平面 PBD 的距离为 d。先算三棱锥 C − PBD 的体积（换

成以 △BCD 为底、PA 的高线不太好直接换，用 P − BCD 体积相等）：

VC−PBD = VP−BCD =
1

3
S△BCD · PA =

1

3
× 1

2
× 4× 2× 2 =

8

3
.

再算 △PBD 的面积。PB =
√
22 + 22 = 2

√
2，PD =

√
22 + 42 = 2

√
5，BD =

√
22 + 42 =

2
√
5。△PBD 是等腰三角形，底边 PB 上的高

h△ =

√
PD2 −

(
PB

2

)2

=
√
20− 2 = 3

√
2,

故 S△PBD =
1

2
× 2
√
2× 3

√
2 = 6。由 VC−PBD =

1

3
S△PBD · d 得

d =
3× 8

3
6

=
4

3
.

点 C 到平面 PBD 的距离为
4

3
。
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Try It 3.11：例题 3.11 的图形中，求证：平面 PAD ⊥ 平面 PCD。（提示：找一条线同时

垂直于两个面的交线）

Q&A

• 问：面面垂直，能推出“一个面内任意直线垂直于另一个面”吗？

答：不能！性质定理要求这条直线垂直于交线。正方体中平面 ABB1A1 ⊥ 平面 ABCD（交

线 AB），但面 ABCD 内与 AB 平行的直线 CD 并不垂直于面 ABB1A1。先找交线，再找
“垂直交线的线”——这是面面垂直性质使用的不二法门。

• 问：线面垂直判定为什么必须是“两条相交直线”，两条平行线不行吗？

答：两条平行线只“管”一个方向，不能确定平面的方向。反例：旗杆 l 垂直于地面内一条线

m，再找一条与 m 平行的 n，l 未必垂直于 n。“相交”二字是判定定理的灵魂。

练一练：判断：一个平面内两条平行线分别平行于另一个平面，则这两个平面平行。（提示：
两条平行线能不能“锁死”平面的方向？）

本节练习（答案见章末）

• 三棱锥 P − ABC 中，D、E 分别是棱 AB、AC 的中点，求证：DE ∥ 平面 PBC。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 中，求证：AC ⊥ 平面 BB1D1D。

• 四棱锥 P −ABCD 中，底面 ABCD 是矩形，PA ⊥ 底面 ABCD。求证：平面 PAB ⊥
平面 PBC。

• 判断正误：一个平面内的两条平行线分别平行于另一个平面，则这两个平面一定平行。

本章回顾

概念地图

·基本立体图形：多面体（棱柱/棱锥/棱台）·旋转体（圆柱/圆锥/圆台/球）·棱柱：侧
棱平行且相等·棱锥：侧面共顶点三角形·棱台：侧棱延长交于一点·正棱锥：底面正多边形

+ 顶点投影在底面中心·直观图（斜二测）：横不变、纵减半、平行不改变·S ′ =

√
2

4
S ·三

视图：长对正、高平齐、宽相等·实线可见、虚线遮挡·位置关系：线线（平行/相交/异面）·
线面（在面内/相交/平行）·面面（平行/相交）·平行链：线线 ∥ →（判定）→ 线面 ∥ →（判
定）→面面 ∥，性质定理反向递推·垂直链：线线 ⊥ →（判定，需相交）→线面 ⊥ →（判定）
→ 面面 ⊥·线面垂直性质：面面垂直时“垂直于交线的线”垂直另一面·空间角直觉：异面
角（平移）·线面角（射影）·二面角（沿棱展开）——第 4 章统一用向量算·度量：V柱 = Sh

·V锥 =
1

3
Sh ·V台 =

1

3

(
S1 +

√
S1S2 + S2

)
h ·V球 =

4

3
πr3 ·S球 = 4πr2

关键公式速查
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内容 要点

斜二测 横不变、纵减半、z 不变；面积 S′ =

√
2

4
S

三视图 长对正（正/俯）、高平齐（正/侧）、宽相等（俯/侧）
线面平行 判定：a ̸⊂ α，b ⊂ α，a ∥ b ⇒ a ∥ α；性质：a ∥ α，a ⊂ β，α ∩ β = b ⇒ a ∥ b
面面平行 判定：面内两条相交直线平行于另一面；性质：一面内任意直线平行于另一面
线面垂直 判定：l 垂直面内两条相交直线；性质：垂直于同一平面的两直线平行
面面垂直 判定：面过另一面的垂线；性质：垂直交线的线垂直另一面
正棱锥计算 高、边心距、斜高成直角三角形；高、外接圆半径、侧棱成直角三角形
体积 V柱 = Sh，V锥 = 1

3Sh，V球 = 4
3πr

3

表面积 S球 = 4πr2，S锥侧 = πrl，S圆柱侧 = 2πrh

分层练习

A 基础层

• 判断正误：（1）棱台的侧面是平行四边形；（2）圆锥的所有母线相等；（3）球的截面都
是圆。

• 画出水平放置的边长为 4 的正三角形的直观图，并求直观图的面积。

• 某几何体的三视图全是边长为 2 的正方形，求该几何体的体积与表面积。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.8: 三视图

• 在长方体 ABCD−A1B1C1D1 中，指出 AB 与 A1D1、AA1 与 BC、AC 与 BD 的位置

关系。

• 四棱锥 P −ABCD 中，底面 ABCD 是平行四边形，E、F 分别是棱 PA、PC 的中点。

求证：EF ∥ 平面 ABCD。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 中，求证：AC ⊥ 平面 BB1D1D。

• 正四棱锥的底面边长为 6，高为 4，求它的斜高与体积。

B 应用层

第 46页



• 正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，E、F、G 分别是棱 A1B1、B1C1、BB1 的中点。求证：

平面 EFG ∥ 平面 ACD1。

• 一个棱长为 2 的正方体，从上底面中心向下挖去一个 1× 1× 2 的贯穿柱（截面为 1× 1

正方形）。求剩余几何体的体积与表面积，并说明俯视图中该正方形轮廓线是实线还是虚

线。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.9: 配图

• 正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，平面 ABB1A1 ⊥ 平面 ABCD（交线为 AB）。判断：平

面 ABCD 内与 AB 平行的直线是否垂直于平面 ABB1A1？为什么？

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求异面直线 A1B 与 AC 所成角的余弦值。

C 拓展层

• 棱长为 a 的正四面体，求它的体积。（提示：先求底面积与高）

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，用一个过棱 AB 与棱 C1D1 的平面去截正方体，

截面是什么形状？截面面积是多少？再想一想：过一个顶点与一条体对角线的平面截正

方体，截面可能是几边形？

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 3.10: 配图

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案
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• 3.1：平行六面体——把底面沿侧棱方向平移，四个侧棱与底面对边围成的都是平行四边
形。

• 3.2：是棱台——两个底面平行且相似、侧面是梯形、侧棱延长交于一点，三条全中。

• 3.3：球：V =
4

3
π× 33 = 36π，S = 4π× 9 = 36π。圆柱：V = π× 9× 4 = 36π，S = 2π×

9 + 2π × 3× 4 = 18π + 24π = 42π。（球的体积与表面积在 r = 3 时数值恰好相等）

• 3.4：正方形边长为 4，原面积 16，直观图面积 S ′ =

√
2

4
× 16 = 4

√
2。（也可用底 4、高

2×
√
2

2
=
√
2 直接算：4

√
2）

• 3.5：S =
4√
2
× 2
√
2 = 8。

• 3.6：正方体，V = 8，S = 24。

• 3.7：A1B1 与 AD 异面；A1C1 与 BD 异面（平移后相交于中心上方，方向一“撇”一

“捺”）。

• 3.8：B1C1 ∥ BC，所求角即 A1B 与 BC 所成角 = ̸ A1BC。△A1BC 中 A1B = 2
√
2，

BC = 2，A1C =
√
22 + 22 + 22 = 2

√
3，由余弦定理

cos ̸ A1BC =
A1B

2 +BC2 − A1C
2

2 · A1B · BC
=

8 + 4− 12

2× 2
√
2× 2

=
0

8
√
2
= 0,

所成角为 90◦，余弦值为 0。

• 3.9：DE 是 △ABC 的中位线，DE ∥ BC；BC ⊂ 平面 PBC，DE ̸⊂ 平面 PBC，故

DE ∥ 平面 PBC。

• 3.10：A1B1 ⊥ B1B（正方形相邻边），A1B1 ⊥ B1D1（上底面正方形对角线），B1B 与

B1D1 相交于 B1，故 A1B1 ⊥ 平面 BB1D1D。

• 3.11：CD ⊥ AD（矩形），CD ⊥ PA（PA ⊥ 底面），故 CD ⊥ 平面 PAD；又 CD ⊂
平面 PCD，所以平面 PCD ⊥ 平面 PAD。

各节练习答案

• 3.1 节：1.（1）对（侧棱延长交于一点）；（2）错（两个棱锥底面贴底面拼出的体，侧面
三角形分属两个顶点）；（3）对。2. 母线 5，侧面积 π × 3× 5 = 15π，高 4，体积

1

3
π ×

9× 4 = 12π。3. 底面积
√
3

4
× 4 =

√
3，表面积 2

√
3 + 3× 2× 3 = 2

√
3 + 18，体积

√
3×

3 = 3
√
3。4. V =

32

3
π，S = 16π，比值为

2

3
。
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• 3.2 节：1. S ′ =

√
2

4
× 16 = 4

√
2。2. S = 8。3. 圆锥（半径 1，高 4），V =

1

3
π× 1× 4 =

4π

3
。4. 从正前方看是矩形（宽 2、高 2），从正左方看是矩形（宽 1、高 2），从正上方看

是圆（直径 2）；俯视图中圆的轮廓是实线，圆柱的上下两圆从正上方看重合为一圆。

• 3.3 节：1.（1）错（还有异面）；（2）对（两点确定一条直线）；（3）对（公理 2）。2. AB 与

C1D1 平行（AB ∥ CD ∥ C1D1）；AB 与 B1C1 异面。3. D1C1 ∥ DC，所求角即 A1B 与

DC 所成角 = ̸ A1BC。△A1BC 中 A1B = 2
√
2，BC = 2，A1C = 2

√
3，cos ̸ A1BC =

8 + 4− 12

2× 2
√
2× 2

= 0，余弦值为 0（所成角 90◦）。

• 3.4 节：1. DE ∥ BC（中位线），BC ⊂ 平面 PBC，DE ̸⊂ 平面 PBC，故 DE ∥ 平面
PBC。2. AC ⊥ BD（底面正方形对角线），AC ⊥ BB1（BB1 ⊥ 底面），BD 与 BB1 相

交于 B，故 AC ⊥ 平面 BB1D1D。3. BC ⊥ AB（矩形）、BC ⊥ PA（PA ⊥ 底面），故
BC ⊥ 平面 PAB；BC ⊂ 平面 PBC，所以平面 PBC ⊥ 平面 PAB。4. 错。两条平行
线只能“锁住”一个方向，不能确定平面的方向；需面内两条相交直线分别平行于另一
面才够。

A1：（1）错（棱台侧面是梯形）；（2）对（母线都等于定长）；（3）对（平面截球面得圆）。

A2：S =

√
3

4
× 16 = 4

√
3，S ′ =

√
2

4
× 4
√
3 =
√
6。

A3：正方体，V = 8，S = 24。

A4：异面；异面；相交（AC 与 BD 在底面相交于中心）。

A5：E、F 是 △PAC 两边中点，EF ∥ AC；AC ⊂ 平面 ABCD，EF ̸⊂ 平面 ABCD，故

EF ∥ 平面 ABCD。

A6：AC ⊥ BD（正方形对角线），AC ⊥ BB1（BB1 ⊥ 底面），BD 与 BB1 相交，故 AC ⊥
平面 BB1D1D。

A7：边心距 3，斜高
√
42 + 32 = 5；体积

1

3
× 36× 4 = 48。

B8：EF 是 △A1B1C1 中位线，EF ∥ A1C1，又 A1C1 ∥ AC，故 EF ∥ AC，EF ∥平面 ACD1；

EG 是 △A1B1B 中位线，EG ∥ A1B，又 A1B ∥ D1C，故 EG ∥ CD1，EG ∥ 平面 ACD1；

EF 与 EG 相交于 E，由面面平行判定定理，平面 EFG ∥ 平面 ACD1。

B9：体积 V = 23 − 1 × 1 × 2 = 6。表面积：外表面上下底面各剩 4 − 1 = 3，四个外侧面各

4，共 2× 3 + 4× 4 = 22；内壁为 1× 1× 2 柱的四壁，每壁面积 1× 2 = 2，共 8。S = 22 +

8 = 30。俯视图中该小正方形轮廓是实线（从上往下能直接看到挖出的洞，不被遮挡）。

B10：不垂直。面面垂直性质定理要求“垂直于交线”，而这条直线与交线 AB 平行。垂直于

平面 ABB1A1 的是面 ABCD 内垂直于 AB 的那些直线（如 AD、BC）。

B11：v1 =
−−→
A1B = (2, 0,−2)，v2 =

−→
AC = (2, 2, 0)，cos θ =

|v1 · v2|
|v1||v2|

=
4

2
√
2× 2

√
2
=

1

2
。（几

何法：平移 A1B 至 D1C，△AD1C? 平移后为 ̸ D1AC，在 △AD1C 中 AD1 = AC = 2
√
2，

D1C = 2
√
2，等边三角形，角 60◦，余弦

1

2
，两法一致）
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C12：底面是正三角形，底面积 S =

√
3

4
a2，底面中心到顶点的距离（外接圆半径）为

√
3

3
a。

正四面体的高

h =

√√√√a2 −

(√
3

3
a

)2

=

√
a2 − 1

3
a2 =

√
6

3
a,

故体积

V =
1

3
Sh =

1

3
×
√
3

4
a2 ×

√
6

3
a =

√
2

12
a3.

C13：截面是矩形 ABC1D1（AB ∥ C1D1，AD1 ∥ BC1）。AB = 2，AD1 =
√
22 + 22 = 2

√
2，

面积 2× 2
√
2 = 4

√
2。过一个顶点与体对角线的平面截正方体，截面是矩形（如过 A、C1 与

体对角线 AC1 的平面截得矩形 ABC1D1）；进一步探究可知正方体截面可能是三角形、四边

形、五边形或六边形。

第 50页



第四章 给空间装上坐标：空间向量与立体
几何

章首情境

4.1 空间向量及其运算：平面向量的“升维复制”

4.1.1 空间向量的概念与线性运算：从平面升到三维

学习目标

• 理解空间向量的概念及其线性运算（加法、减法、数乘）；

• 掌握空间向量的坐标表示与模长公式；

• 掌握空间向量共线（平行）的坐标判定。

前置复习（Be Prepared）

• 平面向量 a⃗ = (2, 3) 的模是多少？a⃗ = 2⃗b 说明 a⃗ 与 b⃗ 是什么关系？

• 平面向量加法、减法的坐标运算规则是什么？

• 长方体中从一个顶点出发的三条棱，能否“表示”体对角线？

情境引入：雷达屏上是一架飞机的三维坐标 (x, y, z)。从塔台到飞机的位移，是一个带方向的

量——空间向量。它的加减、缩放（数乘），就是“导航计算”的底层算术。

空间向量的概念

在空间中，既有大小又有方向的量叫做空间向量。向量 a⃗的模记作 |⃗a|；与平面向量一样，
规定零向量、单位向量、相等向量、相反向量。

空间向量的线性运算

设 a⃗ = (x1, y1, z1)，b⃗ = (x2, y2, z2)，λ 为实数：

• 加法：a⃗+ b⃗ = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)；
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• 减法：a⃗− b⃗ = (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)；

• 数乘：λa⃗ = (λx1, λy1, λz1)；

• 模长：|⃗a|=
√

x2
1 + y21 + z21——勾股定理从平面升到三维。

共线（平行）的坐标判定

a⃗ ∥ b⃗（b⃗ ̸= 0⃗）⇔ 存在实数 λ，使 a⃗ = λ⃗b，即对应分量成比例。

How To：判断两向量是否共线

• 观察分量是否成比例（写成分式比较，或找 λ）；

• 若存在 λ 使 a⃗ = λ⃗b → 共线；

• 三点共线问题：转化为 −→AB 与 −→AC 共线。

例题 4.1

（线性运算与模长）

已知 a⃗ = (1, 2, 3)，b⃗ = (−1, 0, 2)，c⃗ = (2,−1, 0)。求：

（1）a⃗+ 2⃗b− c⃗；（2）|⃗a| 与 |⃗b|；（3）a⃗− 2⃗b 与 c⃗ 是否共线？

解：（1）2⃗b = (−2, 0, 4)，故

a⃗+ 2⃗b− c⃗ = (1− 2− 2, 2 + 0 + 1, 3 + 4− 0) = (−3, 3, 7).

（2）|⃗a|=
√
1 + 4 + 9 =

√
14；|⃗b|=

√
1 + 0 + 4 =

√
5。（3）a⃗ − 2⃗b = (1 + 2, 2 − 0, 3 − 4) =

(3, 2,−1)。若 a⃗− 2⃗b = λc⃗，则 λ 须同时满足 3 = 2λ（λ =
3

2
）、2 = −λ（λ = −2），矛盾，故

不共线。

Try It 4.1：已知 a⃗ = (1, 2,−1)，b⃗ = (0, 3, 2)，求 2a⃗− b⃗、a⃗ · b⃗（下一节学）、|⃗a|。

4.1.2 数量积：角度与长度的“算术封装”

学习目标

• 掌握空间向量数量积的定义、坐标公式与运算律；

• 会用数量积求两向量夹角、判断垂直；

• 会用 |⃗a± b⃗|2 等公式进行模的运算。

前置复习：平面向量夹角公式 cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

成立的条件是什么？

数量积的定义
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已知两个非零空间向量 a⃗、b⃗，它们的夹角为 θ（θ ∈ [0, π]），则数量积为

a⃗ · b⃗ = |⃗a| |⃗b| cos θ.

坐标公式：a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2 + z1z2。

由数量积可以推出：

• 夹角公式：cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

；

• 垂直判定：a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0；

• 模长：|⃗a|=
√
a⃗ · a⃗，且 |⃗a± b⃗|2= |⃗a|2±2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2。

How To：用数量积求夹角

• 写出两向量的坐标（起点相同点法：终点减起点）；

• 计算 a⃗ · b⃗、|⃗a|、|⃗b|；

• 代入 cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

。

例题 4.2

（数量积、垂直与夹角）（1）已知 a⃗ = (2, 1,−2)，⃗b = (1, 0, 1)，求 a⃗ 与 b⃗ 的夹角；（2）已
知 a⃗ = (1, 2, 2)，b⃗ = (x,−1, 2) 互相垂直，求 x。

解：（1）a⃗ · b⃗ = 2+ 0− 2 = 0，故 cos θ = 0，θ =
π

2
，两向量垂直。（2）由 a⃗ ⊥ b⃗ 得 a⃗ · b⃗ = x−

2 + 4 = x+ 2 = 0，解得 x = −2。

Try It 4.2：已知 a⃗ = (1, 2, 2)，b⃗ = (2, 1, 0)，求 cos⟨⃗a, b⃗⟩。

Q&A

• 问：a⃗ · b⃗ = 0 能推出 a⃗ = 0⃗ 或 b⃗ = 0⃗ 吗？

答：不能。比如 a⃗ = (1, 1, 0)，⃗b = (1,−1, 0)，点积为零但两个都不为零——这正是“垂直”的
代数特征。

• 问：a⃗ · b⃗ = a⃗ · c⃗ 能推出 b⃗ = c⃗ 吗？

答：不能。移项得 a⃗ · (⃗b− c⃗) = 0，只说明 b⃗− c⃗ 与 a⃗ 垂直。向量没有除法，也没有“消去律”。

想一想：空间向量的加法满足交换律、结合律、分配律吗？（提示：平面向量的运算律在空间
逐分量照搬，全部成立）

本节练习（答案见章末）
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• 已知 a⃗ = (1, 2,−1)，b⃗ = (0, 3, 2)，求 2a⃗− b⃗、a⃗ · b⃗、|⃗a|。

• 已知 a⃗ = (2,−1, 1) 与 b⃗ = (1, x,−1) 垂直，求 x。

• 判断 a⃗ = (1, 2, 3) 与 b⃗ = (2, 4, 5) 是否共线。

• 已知 A(1, 2, 0)，B(3, 2, 1)，C(5, 2, 2)，判断三点是否共线。

4.2 空间向量基本定理与坐标化：给空间装上“尺子和量角器”

4.2.1 空间向量基本定理：三根“尺子”卡出整个空间

学习目标

• 理解空间向量基本定理与共面向量定理；

• 会用共面向量定理判断四点共面；

• 理解基底的概念，能选择合适的基底表示向量。

前置复习：平面向量基本定理的内容是什么？“平面向量 a⃗ = xe⃗1 + ye⃗2”里，e⃗1、e⃗2 需要满足

什么条件？

空间向量基本定理

如果三个向量 e⃗1、e⃗2、e⃗3 不共面，那么空间中任意一个向量 p⃗ 都可以唯一地表示为

p⃗ = xe⃗1 + ye⃗2 + ze⃗3.

其中 {e⃗1, e⃗2, e⃗3} 叫做空间的一个基底，x, y, z 叫做 p⃗ 在基底下的坐标。

共面向量定理

如果两个向量 a⃗、⃗b 不共线，则向量 p⃗ 与 a⃗、⃗b 共面 ⇔ 存在唯一的有序实数对 (x, y)，使

p⃗ = xa⃗+ y⃗b。

四点共面的坐标判定：四点 A、B、C、D 共面 ⇔ 存在 x、y，使

−→
AP = x

−→
AB + y

−→
AC.

How To：判断四点共面

• 固定一点（通常取 A），写出
−→
AB、

−→
AC、

−→
AD（或

−→
AP）；

• 解方程 −→AD = x
−→
AB + y

−→
AC（三元一次方程组）；

• 有解 → 共面；无解 → 不共面。
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例题 4.3

（共线共面判定，对抗 M8）

（1）判断 a⃗ = (2, 4, 6) 与 b⃗ = (1, 2, 3) 是否共线；（2）已知四点 A(0, 0, 0)，B(1, 1, 0)，

C(0, 1, 1)，D(1, 0, 1)，判断四点是否共面。

解：（1）a⃗ = 2(1, 2, 3) = 2⃗b，故共线。（2）−→AB = (1, 1, 0)，
−→
AC = (0, 1, 1)，

−→
AD = (1, 0, 1)。设

−→
AD = x

−→
AB + y

−→
AC，即

x(1, 1, 0) + y(0, 1, 1) = (x, x+ y, y) = (1, 0, 1).

由第三分量 y = 1，由第二分量 x+ y = 0 得 x = −1，代回第一分量 x = −1 ̸= 1，矛盾，故

方程组无解，四点不共面。（几何验证：这四点恰是一个正四面体的四个顶点，两两距离相等，
当然不共面。）■

Try It 4.3：已知 A(0, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(0, 1, 1)，D(1, 2, 1)，判断四点是否共面。

想一想（对抗 M8）：若 P 与 A 重合（即 P = A），“
−→
AP = x

−→
AB + y

−→
AC”还成立吗？它能否

说明 A、B、C、P 共面？（提示：
−→
AP = 0⃗，取 x = y = 0 即成立，但四个点“退化成”三个

点——这是退化情形，不能当真共面来用）

4.2.2 建系三原则：坐标系怎么选，成绩差一半

学习目标

• 掌握建系三原则：找两两垂直的三线交于一点、让点落在轴上、优先用底边/高线当轴；

• 能规范书写“建系 + 写点坐标”；

• 掌握求平面法向量的标准算法。

前置复习：在正方体 ABCD − A1B1C1D1 中，从顶点 A 出发的三条棱，能不能建立空间直

角坐标系？坐标轴分别是什么？

建系三原则

• 找交点：找到三条两两垂直的直线，让它们交于一点作为原点；

• 让点落轴：尽量让关键点落在坐标轴上（坐标简单）；

• 优先天然轴：长方体的三条棱、直棱柱的底面边与高、正棱锥的底面中心连线与底面两
条对角线——都是现成的坐标系。

例题 4.4

（建系与写点坐标，对抗 M5）
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直四棱柱 ABCD − A1B1C1D1 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形，侧棱长 4。建立

空间直角坐标系，写出各顶点的坐标。

解：以 A 为原点，
−→
AB、

−→
AD、

−−→
AA1 的方向分别为 x 轴、y 轴、z 轴的正方向，建立空间直角

坐标系 Axyz。各顶点坐标：A(0,0,0), B(2,0,0), C(2,2,0), D(0,2,0),

A1(0, 0, 4), B1(2, 0, 4), C1(2, 2, 4), D1(0, 2, 4).

例题 4.5

（求法向量，对抗 M6）

在例题 4.4 的坐标系中，求平面 A1BD 的一个法向量。

解：面 A1BD 内取两个不共线向量：

−−→
A1B = (2, 0,−4),

−−→
A1D = (0, 2,−4).

设法向量 n⃗ = (x, y, z)，则

n⃗ ·
−−→
A1B = 2x− 4z = 0, n⃗ ·

−−→
A1D = 2y − 4z = 0.

解得 x = 2z，y = 2z。取 z = 1，得 n⃗ = (2, 2, 1)。■

Try It 4.4：在例题 4.4 的坐标系中，求平面 B1D1C 的一个法向量。

Q&A

• 问：法向量可以随便取吗？取不同倍数会影响后面算角、算距离的结果吗？

答：取法向量只要乘非零常数，分子分母同时缩放，点积公式、距离公式结果不变。放心取，
但做题时全卷用一个固定的取法，免得改来改去抄错。

• 问：所有平面都有法向量吗？

答：有。任何平面都有两个方向的法向量（互为相反数），而且任意非零倍数也算——“法向
量”是平面这个“胖对象”在向量语言里的化身。

本节练习（答案见章末）

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，以 A 为原点建系，写出体对角线 AC1 的方向向

量与中点 O 的坐标。

• 在例题 4.4 的直四棱柱中，求平面 B1BDD1 的一个法向量。

• 判断四点 A(0, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(0, 1, 1)，D(1, 0, 1) 是否共面。

• 平面 α 过 O(0, 0, 0)、A(1, 0, 0)、B(0, 1, 1)，平面 β 过 O、C(0, 1, 0)、D(0, 0, 1)。分别求

α、β 的法向量，并判断两平面是否垂直。
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4.3 用向量研究位置关系：把判定定理“算法化”

学习目标

• 理解直线的方向向量、平面的法向量的含义；

• 掌握用向量判定线面平行、线面垂直、面面垂直的方法；

• 能规范书写“向量法”证明过程（含“直线不在面内”的检查）。

前置复习：回顾第 3 章线面平行判定定理的三个条件；线面垂直判定定理要求平面内几条相
交直线？

方向向量与法向量

• 与直线 l 平行的非零向量叫做 l 的方向向量（直线 ←→ 方向向量，一维对象一个向量就
够）；

• 与平面 α 垂直的非零向量叫做 α 的法向量（平面 ←→ 法向量，平面太“胖”，用垂直于
它的向量来描述）。

位置关系的向量判定

位置关系 向量条件

线面平行 l ∥ α 方向向量 v⃗ 与法向量 n⃗ 满足 v⃗ · n⃗ = 0，且 l 不在 α 内
线面垂直 l ⊥ α v⃗ ∥ n⃗（分量成比例）
面面平行 α ∥ β 法向量 n⃗1 ∥ n⃗2

面面垂直 α ⊥ β 法向量 n⃗1 · n⃗2 = 0

How To：向量法证明线面平行

• 建系，写出直线 l 上两点的坐标，得方向向量 v⃗；

• 求平面 α 的法向量 n⃗；

• 验证 v⃗ · n⃗ = 0；

• 关键一步：取 l 上一点代入平面方程（或说明该点不在面内），确认 l ̸⊂ α。

例题 4.6

（向量法证线面平行，对抗 M7）

正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，E 为棱 CC1 的中点。用向量法证明：AC1 ∥ 平
面 BDE。
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图 4.1: 配图

证明：以 A 为原点建立坐标系，则 A(0, 0, 0)，B(2, 0, 0)，C(2, 2, 0)，D(0, 2, 0)，C1(2, 2, 2)，

E(2, 2, 1)。直线 AC1 的方向向量 v⃗ =
−−→
AC1 = (2, 2, 2)。平面 BDE 内取

−−→
BD = (−2, 2, 0)，

−→
BE = (0, 2, 1)。设法向量 n⃗ = (x, y, z)：

n⃗ ·
−−→
BD = −2x+ 2y = 0⇒ y = x, n⃗ ·

−→
BE = 2y + z = 0⇒ z = −2y.

取 x = 1，得 n⃗ = (1, 1,−2)。验证 v⃗ · n⃗ = 2 + 2 − 4 = 0。再检查直线不在面内：平面 BDE

过点 B(2, 0, 0)，其方程由 n⃗ · (
−−→
BX) = 0 得 (x − 2) + y − 2z = 0，即 x + y − 2z = 2。代入

A(0, 0, 0) 得 0 ̸= 2，故 A /∈ 平面 BDE，AC1 ̸⊂ 平面 BDE。由向量判定条件，AC1 ∥ 平面
BDE。■

Try It 4.5：在例题 4.6 的正方体中，F 为棱 AA1 的中点，用向量法判断直线 B1F 与平面

BDE 是否平行。

例题 4.7

（向量法证线面垂直与面面垂直，对抗 M10）

直四棱柱 ABCD−A1B1C1D1 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形，侧棱长 4。求证：

A1C1 ⊥ 平面 BDD1B1；并判断平面 A1C1C 与平面 BDD1B1 是否垂直。

证明：沿用例题 4.4 的坐标系。A1C1 的方向向量 v⃗ =
−−−→
A1C1 = (2, 2, 0)。平面 BDD1B1 内取

−−→
BD = (−2, 2, 0)，

−−→
BB1 = (0, 0, 4)。设法向量 n⃗1 = (x, y, z)：

−2x+ 2y = 0⇒ y = x, 4z = 0⇒ z = 0.

取 n⃗1 = (1, 1, 0)。则 v⃗ = 2n⃗1，即 v⃗ ∥ n⃗1，故 A1C1 ⊥ 平面 BDD1B1（且 A1C1 穿过该面，中

点在面内，A1C1 确为该面的垂线）。■ 平面 A1C1C 内取
−−→
A1C = (2, 2,−4)，

−−−→
A1C1 = (2, 2, 0)。

设法向量 n⃗2 = (x, y, z)：

2x+ 2y − 4z = 0, 2x+ 2y = 0⇒ y = −x.

代回得 z = 0，取 n⃗2 = (1,−1, 0)。则 n⃗1 · n⃗2 = 1 − 1 = 0，两法向量垂直，故平面 A1C1C ⊥
平面 BDD1B1。■

Try It 4.6：在例题 4.7 的直四棱柱中，用向量法判断直线 A1C 与平面 C1BD 的位置关系

（提示：A1C 方向 (2, 2,−4)，C1BD 法向量 (1, 1,−1)）。
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练一练：把两个条件并排写：线面平行 v⃗ · n⃗ = 0 与线面垂直 v⃗ ∥ n⃗。判断：直线 l 的方向向量

v⃗ = (2,−1, 3)，平面 α 的法向量 n⃗ = (4,−2, 6)，l 与 α 是什么关系？（提示：n⃗ = 2v⃗，成比例

−→ 垂直）

本节练习（答案见章末）

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，E 为棱 CC1 的中点，用向量法证明 AC1 ∥ 平面
BDE。

• 在例题 4.7 的直四棱柱中，用向量法判断直线 A1C 与平面 C1BD 的位置关系。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，用向量法证明：平面 A1C1C ⊥ 平面 BDD1B1。

4.4 空间角：线线角、线面角、二面角

4.4.1 线线角与线面角：正弦等于余弦，别搞反

学习目标

• 掌握线线角的向量公式：cos θ =
|v⃗1 · v⃗2|
|v⃗1||v⃗2|

（取绝对值）；

• 掌握线面角的向量公式：sin θ =
|v⃗ · n⃗|
|v⃗||n⃗|

；

• 明确三种角的范围：线线角、线面角 ∈ [0, π
2
]，二面角 ∈ [0, π]。

前置复习：异面直线所成角的范围；线面角的定义（斜线与射影的夹角）。

线线角

设直线 l1、l2 的方向向量为 v⃗1、v⃗2，则 l1 与 l2 所成角 θ 满足

cos θ =
|v⃗1 · v⃗2|
|v⃗1| |v⃗2|

, θ ∈
[
0,

π

2

]
.

线面角

设直线 l 的方向向量为 v⃗，平面 α 的法向量为 n⃗，v⃗ 与 n⃗ 的夹角为 φ，则 l 与 α 所成角

θ 满足

sin θ = |cosφ|= |v⃗ · n⃗|
|v⃗| |n⃗|

, θ ∈
[
0,

π

2

]
.

例题 4.8

（线线角，对抗 M2）

正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求异面直线 A1B 与 AD1 所成角的余弦值。
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解：以 A 为原点建系，A1(0, 0, 2)，B(2, 0, 0)，D1(0, 2, 2)。方向向量 v⃗1 =
−−→
A1B = (2, 0,−2)，

v⃗2 =
−−→
AD1 = (0, 2, 2)。

v⃗1 · v⃗2 = 0 + 0− 4 = −4, |v⃗1|= 2
√
2, |v⃗2|= 2

√
2.

线线角取锐角，加绝对值：

cos θ =
|−4|

2
√
2× 2

√
2
=

4

8
=

1

2
.

所以所成角的余弦值为
1

2
（即 60◦）。（与第 3 章平移法的结果一致，一题双解互相印证）■

Try It 4.7：正方体棱长为 2，求异面直线 A1B 与 AC 所成角的余弦值。

例题 4.9

（线面角，对抗 M1）

正四棱锥 P −ABCD 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形，顶点到底面的高为 3。求

侧棱 PA 与底面所成角的正弦值。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 4.2: 配图

解：设底面中心为 O，以 O 为原点，OP 为 z 轴建立坐标系。则 P (0, 0, 3)，A(1, 1, 0)（底面

边长 2，中心到顶点距离
√
2，取坐标 (1, 1, 0)）。侧棱 PA 的方向向量 v⃗ =

−→
PA = (1, 1,−3)，

底面的法向量 n⃗ = (0, 0, 1)。

sin θ =
|v⃗ · n⃗|
|v⃗| |n⃗|

=
3√

1 + 1 + 9
=

3√
11

.

（几何验证：AO =
√
2，PO = 3，tan θ =

3√
2
，故 sin θ =

3√
12 +

(
3√
2

)2 =
3√
11
，结果一致。）

■

Try It 4.8：正方体 ABCD−A1B1C1D1 棱长为 2，求直线 A1B 与底面 ABCD 所成角的正

弦值。

想一想：若直线 l 在平面 α 内，l 与 α 所成角是多少？若 l ⊥ α 呢？（提示：面内线所成角为

0，垂线为 π
2
，正好是 sin θ 的两个端点）

4.4.2 二面角：相等还是互补，判号定生死

学习目标
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• 理解二面角与两个法向量夹角“相等或互补”的关系；

• 掌握二面角余弦值的判号方法（观察法 / 平面角验证 / 法向量指向）；

• 会求二面角的余弦值与正弦值。

前置复习：二面角的平面角怎么作？它的范围是多少？

二面角的向量公式

设二面角 α− l− β 的两个半平面的法向量为 n⃗1、n⃗2，n⃗1 与 n⃗2 的夹角为 φ，则二面角 θ

与 φ 相等或互补：

cos θ = ±|cosφ|= ±|n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1| |n⃗2|

.

判号三法：

• 观察法：看图估计二面角是锐角还是钝角；

• 平面角验证：在棱上取点作平面角，用三角形算一次；

• 法向量指向：一个法向量指向面内侧、另一个指向面外侧 −→ 二面角与 φ 相等；两个同

向（都指向内侧或都指向外侧）−→ 互补。

例题 4.10

（二面角判号，对抗 M3、M11）

直三棱柱 ABC−A1B1C1 中，̸ ACB = 90◦，AC = 3，BC = 4，AA1 = 4。求平面 A1BC

与平面 ABC 所成锐二面角的余弦值。

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 4.3: 配图

解：以 C 为原点，CA、CB、CC1 分别为 x、y、z 轴建系。则 A(3, 0, 0)，B(0, 4, 0)，A1(3, 0, 4)，

C(0, 0, 0)。平面 ABC 就是 xOy 面，取法向量 n⃗1 = (0, 0, 1)。平面 A1BC 内取
−−→
CA1 = (3, 0, 4)，

−→
CB = (0, 4, 0)。设法向量 n⃗2 = (x, y, z)：

3x+ 4z = 0, 4y = 0⇒ y = 0.
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取 x = 4，z = −3，得 n⃗2 = (4, 0,−3)。计算 |n⃗1 · n⃗2|= |−3|= 3，|n⃗1|= 1，|n⃗2|= 5，故

|cosφ|= 3

5
.

判号：由三垂线定理，A1C ⊥ BC（A1C 在底面射影 AC ⊥ BC），故平面角为 ̸ A1CA。在

△A1CA 中 A1C = 5，AC = 3，A1A = 4，cos ̸ A1CA =
AC

A1C
=

3

5
，为锐角。所以二面角的

余弦值 cos θ =
3

5
（取正号）。（注意：直接算 n⃗1 · n⃗2 = −3，若把它当成答案会得到 −

3

5
，这就

错了——因为 n⃗1 指向上方、n⃗2 = (4, 0,−3) 指向下方，一内一外，二面角与 φ 互补，cos θ =

−(−|cosφ|) 应取正。）■

Try It 4.9：正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求二面角 A1 − BD − C1 的余弦值。

Q&A

• 问：为什么线线角、线面角都取 [0, π
2
]，二面角却是 [0, π]？

答：线线、线面角的定义里就规定了取锐角（或直角）；二面角是“两个半平面张开的程度”，
可以超过 90◦（比如翻开的书页几乎摊平，二面角接近 π）。正因如此，二面角才需要“判号”。

• 问：判号判错了怎么办？有保险的做法吗？

答：最保险的是平面角验证——在棱上取一点，用几何法算出平面角的余弦，再与向量法的
绝对值对照。解答题里写出这一步，既保证正确又体现“几何直觉 + 代数计算”双轨。

练一练：两个法向量夹角为 60◦。二面角可能是多少度？各在什么情况下取到？（提示：相等

取 60◦，互补取 120◦——正是 M11 要你警惕的情形）

本节练习（答案见章末）

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求异面直线 A1B 与 AC 所成角的余弦值。

• 直四棱柱 ABCD − A1B1C1D1 中，底面边长为 2 的正方形，侧棱长 4。求直线 A1C 与

底面 ABCD 所成角的正弦值。

• 直三棱柱 ABC−A1B1C1 中，̸ ACB = 90◦，AC = 3，BC = 4，AA1 = 4。求平面 A1BC

与平面 ABC 所成二面角的正弦值。

• 正四棱锥底面边长为 2，侧棱 PA 与底面所成角的正弦值为
3√
11
，求该正四棱锥的高。

4.5 空间距离：点到面、点到线、异面直线

4.5.1 点到平面的距离：一条公式通吃三类距离

学习目标

• 掌握点到平面距离公式 d =
|n⃗ ·
−→
PA|
|n⃗|

及其推导；
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• 明确 −→PA 的写法（A 在面内、P 在面外，
−→
PA = A− P）；

• 掌握等体积法验算点面距离。

点到平面的距离

设平面 α 的法向量为 n⃗，A是平面内一点，P 是平面外一点，则点 P 到平面 α 的距离为

d =
|n⃗ ·
−→
PA|
|n⃗|

.

How To：求点到平面的距离

• 求平面的法向量 n⃗（解方程，取整数分量）；

• 在平面内取一点 A，写出
−→
PA（P 为面外点）；

• 代入公式 d =
|n⃗ ·
−→
PA|
|n⃗|

；

• 用等体积法（或几何法）验算。

例题 4.11

（点到平面距离，对抗 M4）

直四棱柱 ABCD − A1B1C1D1 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形，侧棱长 4。求点

C1 到平面 A1BD 的距离。

解：沿用例题 4.4 的坐标系。平面 A1BD 的法向量在例题 4.5 中已求出：n⃗ = (2, 2, 1)，|n⃗|=
√
4 + 4 + 1 = 3。取面内点 A1(0, 0, 4)，面外点 C1(2, 2, 4)，则

−−−→
A1C1 = (2, 2, 0)。

n⃗ ·
−−−→
A1C1 = 4 + 4 + 0 = 8,

故

d =
|n⃗ ·
−−−→
A1C1|
|n⃗|

=
8

3
.

等体积法验算：四面体 C1−A1BD的体积 V，用行列式或补形得 V =
16

3
；△A1BD中 A1B =

A1D = 2
√
5，BD = 2

√
2，其面积

S△A1BD =
1

2
× 2
√
2×

√
(2
√
5)2 − (

√
2)2 =

√
2× 3

√
2 = 6.

由 V =
1

3
Sd 得 d =

3× 16
3

6
=

8

3
，与向量法一致。■

Try It 4.10：正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求点 A1 到平面 B1BDD1 的距离。

4.5.2 点到直线与异面直线距离：叉积与投影

学习目标
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• 掌握点到直线的距离公式（叉积法）；

• 掌握异面直线距离的向量投影法；

• 理解“距离 = 法方向上的投影”的统一思想。

前置复习：向量叉积的几何意义；|⃗a× b⃗| 表示什么？（平行四边形的面积）

点到直线的距离

设点 P，直线上两点 A、B，则 P 到直线 AB 的距离为

d =
|
−→
PA×

−→
PB|

|
−→
AB|

.

（分子是
−→
PA 与

−→
PB 张成的平行四边形面积，除以底边 AB 得高。）

异面直线的距离

设异面直线 l1、l2 的方向向量为 v⃗1、v⃗2，取公法向量 n⃗ ⊥ v⃗1 且 n⃗ ⊥ v⃗2，在 l1、l2 上分别

取点 P、Q，则 l1 与 l2 的距离为

d =
|n⃗ ·
−→
PQ|
|n⃗|

.

例题 4.12

（点到直线距离，对抗 M9）

正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求点 A 到直线 B1D1 的距离。

解：以 A 为原点建系，A(0, 0, 0)，B1(2, 0, 2)，D1(0, 2, 2)。

−−→
AB1 = (2, 0, 2),

−−→
AD1 = (0, 2, 2),

−−−→
B1D1 = (−2, 2, 0).

先算叉积（行列式展开）：

−−→
AB1 ×

−−→
AD1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 0 2

0 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−4, −4, 4).

其模 |
−−→
AB1 ×

−−→
AD1|=

√
16 + 16 + 16 = 4

√
3，而 |

−−−→
B1D1|=

√
4 + 4 = 2

√
2，故

d =
|
−−→
AB1 ×

−−→
AD1|

|
−−−→
B1D1|

=
4
√
3

2
√
2
=
√
6.

（几何验证：AB1 = AD1 = B1D1 = 2
√
2，△AB1D1 是等边三角形，A到边 B1D1 的高 =

√
3

2
×

2
√
2 =
√
6，一致。）■

Try It 4.11：正方体 ABCD −A1B1C1D1 棱长为 2，求异面直线 AB 与 A1D1 的距离。（提

示：公法向量是 AA1 方向 (0, 0, 1)）

Q&A
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• 问：线面距离、面面距离怎么求？

答：前提是“平行”（线面平行 / 面面平行）。此时线（或面）上任意一点到另一平面的距离
都相等，取一个“顺眼”的点，转成点到平面距离，用同一条公式。

• 问：异面直线距离的公法向量怎么求？

答：解方程组：n⃗ · v⃗1 = 0 且 n⃗ · v⃗2 = 0（这正是求平面法向量的老办法），再取 l1、l2 上各一

点 P、Q 代入投影公式。

想一想（对抗 M9）：求异面直线距离时，若你“画”出的公垂线段不是垂直于其中一条直线，
问题出在哪？向量法为什么能绕开这个坑？（提示：向量法不找公垂线段，直接算投影——这

是几何直觉不足时的“保险丝”）

本节练习（答案见章末）

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求点 C1 到平面 A1BD 的距离。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求点 A 到直线 B1D1 的距离。

• 三棱锥 P −ABC 中，PA ⊥平面 ABC，PA = 2，△ABC 是等腰直角三角形，̸ ACB =

90◦，AC = BC = 1。用等体积法求点 A 到平面 PBC 的距离。

本章回顾

概念地图

·空间向量：既有大小又有方向的量·坐标 a⃗ = (x1, y1, z1) ·线性运算：加减/数乘逐分
量·模 |⃗a|=

√
x2
1 + y21 + z21 ·数量积：a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2 + z1z2 = |⃗a||⃗b|cos θ ·平行/垂直坐标

语言：a⃗ ∥ b⃗ ⇔ a⃗ = λ⃗b（成比例）·a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a⃗ · b⃗ = 0 ·基本定理：三个不共面向量组成基底，

任意向量可唯一线性表示·共面向量：
−→
AP = x

−→
AB + y

−→
AC ⇐⇒ 四点共面·建系三原则：两

两垂直三线交于一点·点落轴·底边/高线作轴·方向向量 ←→ 直线·法向量 ←→ 平面（n

不唯一）·位置关系向量判定：线面平行 v⃗ · n⃗ = 0 且线不在面内·线面垂直 v⃗ ∥ n⃗·面面垂直

n⃗1 · n⃗2 = 0 ·角：线线角 cos θ =
|v⃗1 · v⃗2|
|v⃗1||v⃗2|

·线面角 sin θ =
|v⃗ · n⃗|
|v⃗||n⃗|

·二面角 cos θ = ±|n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1||n⃗2|

（判号）·距离：点面 d =
|n⃗ ·
−→
PA|
|n⃗|

·点线 d =
|
−→
PA×

−→
PB|

|
−→
AB|

·异面直线投影法·统一视角：距

离 = 法方向上的投影·三种角 = 同一“点积公式”的三个变体

关键公式速查
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内容 要点

向量运算 a⃗± b⃗ = (x1 ± x2, y1 ± y2, z1 ± z2)，λa⃗ = (λx1, λy1, λz1)

模与数量积 |⃗a|=
√
x2
1 + y21 + z21，a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2 + z1z2

平行/垂直 a⃗ ∥ b⃗⇔ a⃗ = λ⃗b；a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0

线线角 cos θ =
|v⃗1 · v⃗2|
|v⃗1||v⃗2|

，θ ∈ [0, π
2 ]

线面角 sin θ =
|v⃗ · n⃗|
|v⃗||n⃗|

，θ ∈ [0, π
2 ]

二面角 cos θ = ±|n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1||n⃗2|

，θ ∈ [0, π]，判号用观察/平面角/指向

点到面距离 d =
|n⃗ ·
−→
PA|
|n⃗|

（A 在面内）

点到线距离 d =
|
−→
PA×

−→
PB|

|
−→
AB|

异面直线距离 公法向量 n⃗ ⊥ v⃗1, v⃗2，d =
|n⃗ ·
−→
PQ|
|n⃗|

分层练习

A 基础层

• 已知 a⃗ = (1,−1, 2)，b⃗ = (2, 0,−1)，求 2a⃗− 3⃗b、|⃗a|、a⃗ · b⃗。

• 判断 a⃗ = (−2, 1, 4) 与 b⃗ = (6,−3,−12) 是否共线。

• 判断四点 A(0, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(0, 1, 1)，D(1, 2, 1) 是否共面。

• 平面过 P (1, 0, 0)，Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 2)，求它的一个法向量。

• 已知 a⃗ = (2,−1, 3)，b⃗ = (3, 0,−2)，判断 a⃗ 与 b⃗ 是否垂直。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求直线 A1B 与底面 ABCD 所成角的正弦值。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求点 A1 到平面 B1BDD1 的距离。

B 应用层

• 直四棱柱 ABCD − A1B1C1D1 中，底面边长为 2 的正方形，侧棱长 4。用向量法证明：

平面 A1C1C ⊥ 平面 BDD1B1。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求二面角 A1 − BD − C1 的余弦值。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求直线 A1B 与平面 A1B1CD 所成角的正弦值。

• 正方体 ABCD − A1B1C1D1 棱长为 2，求异面直线 AB 与 A1D1 的距离。

C 拓展层

• 已知 a⃗ = (1, 1, 0)，b⃗ = (0, 1, 1)，若 c⃗ ⊥ a⃗，c⃗ ⊥ b⃗，且 |⃗c|=
√
6，求 c⃗。
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• 三棱锥 O−ABC 中，OA、OB、OC 两两垂直且都等于 a。用向量法求平面 ABC 的法

向量与点 O 到平面 ABC 的距离，并用等体积法验证。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 4.1：2a⃗− b⃗ = (2, 4,−2)− (0, 3, 2) = (2, 1,−4)；|⃗a|=
√
1 + 4 + 1 =

√
6；⃗a · b⃗ = 0+6− 2 =

4。

• 4.2：a⃗ · b⃗ = 2 + 2 + 0 = 4，|⃗a|=
√
1 + 4 + 4 = 3，|⃗b|=

√
4 + 1 + 0 =

√
5，cos⟨⃗a, b⃗⟩ =

4

3
√
5
=

4
√
5

15
。

• 4.3：−→AB = (1, 1, 0)，
−→
AC = (0, 1, 1)，

−→
AD = (1, 2, 1)。x

−→
AB + y

−→
AC = (x, x + y, y) =

(1, 2, 1)：x = 1，y = 1，x + y = 2，三式全部成立，故四点共面。（事实上
−→
AD =

−→
AB +

−→
AC）

• 4.4：面 B1D1C 内取
−−−→
B1D1 = (−2, 2, 0)，

−−→
B1C = (0, 2,−4)。设 n⃗ = (x, y, z)：−2x+ 2y =

0⇒ y = x；2y − 4z = 0⇒ z = y
2
。取 x = 2：n⃗ = (2, 2, 1)。

• 4.5：F (0, 0, 1)，B1F 方向向量 v⃗ = (2, 0, 1)；面 BDE 法向量 n⃗ = (1, 1,−2)（例题 4.6）。
v⃗ · n⃗ = 2+ 0− 2 = 0。取 B1(2, 0, 2) 代入面方程 x+ y − 2z = 2：2 + 0− 4 = −2 ̸= 2，不

在面内。故 B1F ∥ 平面 BDE。

• 4.6：A1C 方向 (2, 2,−4)，面 C1BD 法向量 (1, 1,−1)（由
−−→
C1B = (0,−2,−2)、

−−→
C1D =

(−2, 0,−2) 解得）。(2, 2,−4) = 2(1, 1,−2) 与 (1, 1,−1) 不成比例；(2, 2,−4) · (1, 1,−1) =
2 + 2 + 4 = 8 ̸= 0。故 A1C 与面 C1BD 相交（既不平行也不垂直）。

• 4.7：v⃗1 =
−−→
A1B = (2, 0,−2)，v⃗2 =

−→
AC = (2, 2, 0)。v⃗1 · v⃗2 = 4，|v⃗1|= |v⃗2|= 2

√
2，cos θ =

4

8
=

1

2
。

• 4.8：v⃗ =
−−→
A1B = (2, 0,−2)，底面法向量 n⃗ = (0, 0, 1)。sin θ =

|−2|
2
√
2
=

√
2

2
。

• 4.9：面 A1BD 法向量 n⃗1 = (1, 1, 1)；面 C1BD 法向量 n⃗2 = (1, 1,−1)（由
−−→
C1B =

(0,−2,−2)、
−−→
C1D = (−2, 0,−2)解得）。|n⃗1 · n⃗2|= |1+1−1|= 1，|n⃗1|= |n⃗2|=

√
3，|cosφ|=

1

3
。取 BD中点 O(1, 1, 0)作平面角验证：A1O = C1O =

√
6，A1C1 = 2

√
2，cos ̸ A1OC1 =

6 + 6− 8

2× 6
=

1

3
，为锐角。故二面角余弦值为

1

3
。

• 4.10：面 B1BDD1 即 x + y = 2，法向量 n⃗ = (1, 1, 0)，|n⃗|=
√
2。取面内点 B(2, 0, 0)，

−−→
BA1 = (−2, 0, 2)。d =

|−2 + 0 + 0|√
2

=
√
2。
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• 4.11：AB 方向 (1, 0, 0)，A1D1 方向 (0, 1, 0)，公法向量 n⃗ = (0, 0, 1)（AA1 方向）。取 P =

A(0, 0, 0)，Q = A1(0, 0, 2)，
−→
PQ = (0, 0, 2)。d =

|n⃗ ·
−→
PQ|
|n⃗|

=
2

1
= 2。（几何上即棱 AA1 的

长 2）

各节练习答案

• 4.1 节：1. 2a⃗ − b⃗ = (2, 1,−4)；a⃗ · b⃗ = 0 + 6 − 2 = 4；|⃗a|=
√
6。2. a⃗ · b⃗ = 2 − x − 1 =

0，x = 1。3. 不成比例（1
2
̸= 2

4
或直接验证无 λ），不共线。4. −→AB = (2, 0, 1)，

−→
AC =

(4, 0, 2) = 2
−→
AB，共线。

• 4.2节：1. −−→AC1 = (2, 2, 2)，O为 AC1 中点 O(1, 1, 1)。2. 面 B1BDD1：取
−−→
BD = (−2, 2, 0)、

−−→
BB1 = (0, 0, 4)，法向量 n⃗ = (1, 1, 0)。3. 不共面（例题 4.3 已证：方程组无解）。4. α 法

向量：
−→
OA = (1, 0, 0)，

−→
OB = (0, 1, 1)，解得 n⃗α = (0, 1,−1)；β：

−→
OC = (0, 1, 0)，

−−→
OD =

(0, 0, 1)，解得 n⃗β = (1, 0, 0)。n⃗α · n⃗β = 0，两平面垂直。

• 4.3 节：1. 同例题 4.6 完整过程：v⃗ = (2, 2, 2)，n⃗ = (1, 1,−2)，v⃗ · n⃗ = 0，且 A(0, 0, 0) 不

满足面方程 x + y − 2z = 2，故平行。2. A1C = (2, 2,−4)，面 C1BD 法向量 (1, 1,−1)，
(2, 2,−4) 与 (1, 1,−1) 不成比例且点积 8 ̸= 0，故 A1C 与面 C1BD 相交。3. 面 A1C1C

法向量 (1,−1, 0)，面 BDD1B1 法向量 (1, 1, 0)，点积 0，两平面垂直。

• 4.4 节：1. cos θ =
|v⃗1 · v⃗2|
|v⃗1||v⃗2|

=
4

2
√
2× 2

√
2
=

1

2
。2. A1C = (2, 2,−4)，底面法向量 (0, 0, 1)，

sin θ =
4√

4 + 4 + 16
=

4

2
√
6
=

√
6

3
。3. 例题 4.10 已求余弦 3

5
，故正弦

4

5
。4. AO =

√
2，

tan θ =
h√
2
，sin θ =

h√
h2 + 2

=
3√
11
，解得

h2

h2 + 2
=

9

11
，h = 3。

• 4.5 节：1. 面 A1BD 法向量 (1, 1, 1)（由
−−→
A1B = (2, 0,−2)、

−−→
A1D = (0, 2,−2)解得），|n⃗|=

√
3，
−−−→
A1C1 = (2, 2, 0)，d =

|2 + 2 + 0|√
3

=
4
√
3

3
。2. d =

√
6（例题 4.12）。3. 等体积法：

VA−PBC = VP−ABC =
1

3
× 1

2
× 1× 1× 2 =

1

3
。S△PBC：PB =

√
4 + 2 =

√
6，PC =

√
5，

BC = 1，cosB =
6 + 1− 5

2
√
6

=
1√
6
，sinB =

√
30

6
，S =

1

2
×
√
6× 1×

√
30

6
=

√
5

2
。d =

3× 1
3√

5
2

=
2√
5
=

2
√
5

5
。（向量法验证：面 PBC 法向量 (2, 0,−1)，

−→
CA = (1, 0, 0)，d =

2√
5
，

一致）

A1：2a⃗− 3⃗b = (2,−2, 4)− (6, 0,−3) = (−4,−2, 7)；|⃗a|=
√
6；a⃗ · b⃗ = 2 + 0− 2 = 0（垂直）。

A2：b⃗ = −3a⃗，共线。

A3：−→AD = (1, 2, 1)，
−→
AB +

−→
AC = (1, 1, 0) + (0, 1, 1) = (1, 2, 1)，故

−→
AD =

−→
AB +

−→
AC，四点共

面。

A4：−→PQ = (−1, 1, 0)，
−→
PR = (−1, 0, 2)。设 n⃗ = (x, y, z)：−x+ y = 0，−x+ 2z = 0。取 x =

2：n⃗ = (2, 2, 1)。
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A5：a⃗ · b⃗ = 6 + 0− 6 = 0，垂直。

A6：v⃗ =
−−→
A1B = (2, 0,−2)，底面法向量 (0, 0, 1)，sin θ =

2

2
√
2
=

√
2

2
。

A7：面 B1BDD1 法向量 (1, 1, 0)，d =
|n⃗ ·
−−→
BA1|
|n⃗|

=
2√
2
=
√
2。

B8：面 A1C1C 法向量 (1,−1, 0)，面 BDD1B1 法向量 (1, 1, 0)，点积为零，两平面垂直。

B9：|cosφ|= |n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1||n⃗2|

=
1

3
，平面角验证为锐角，二面角余弦值

1

3
。

B10：面 A1B1CD 法向量 n⃗ = (0, 1, 1)（由
−−−→
A1B1 = (2, 0, 0)、

−−→
A1D = (0, 2,−2) 解得），v⃗ =

(2, 0,−2)，sin θ =
|−2|

2
√
2×
√
2
=

1

2
。

B11：d = 2（Try It 4.11）。

C12：⃗c · a⃗ = x+ y = 0，⃗c · b⃗ = y+ z = 0，故 x = −y，z = −y，⃗c = y(−1, 1,−1)，|⃗c|= |y|
√
3 =

√
6，y = ±

√
2，c⃗ = ±

√
2(−1, 1,−1)。

C13：以 O 为原点建系，A(a, 0, 0)，B(0, a, 0)，C(0, 0, a)。
−→
AB = (−a, a, 0)，

−→
AC = (−a, 0, a)，

解得面 ABC 法向量 n⃗ = (1, 1, 1)。
−→
OA = (a, 0, 0)，d =

|n⃗ ·
−→
OA|
|n⃗|

=
a√
3
=

√
3

3
a。等体积验证：

V =
1

3
× 1

2
a2 × a =

a3

6
，S△ABC =

√
3

4
(
√
2a)2 =

√
3

2
a2，d =

3V

S
=

a√
3
，一致。
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第五章 用方程画世界：直线与圆的方程

章首情境

5.1 直线的倾斜角与斜率：给直线装“指纹”

学习目标

• 理解倾斜角的定义，知道其取值范围 [0, π)；

• 掌握斜率的定义 k = tanα，会求直线的斜率；

• 知道斜率不存在（倾斜角为 π

2
）的情形，并能正确处理。

前置复习（Be Prepared）

• 在直角三角形中，tan 30◦、tan 45◦、tan 60◦ 分别等于多少？

• 一次函数 y = 2x+ 1 的图象上，x 每增加 1，y 增加多少？这个数是什么？

• 过两点 A(1, 2)、B(3, 6)，横坐标增加 2 时纵坐标增加多少？它们的比值是多少？

5.1.1 倾斜角与斜率：陡不陡，一个数说清

情境引入：三条滑梯，起点高度相同，落点一个比一个远。哪条最陡？直觉告诉你“越接近竖
直越陡”。数学要把它变成数：先定一条标准线——x 轴，再看直线与 x 轴正向的夹角。

倾斜角的定义

当直线 l 与 x 轴相交时，取 x 轴正向为基准，直线 l 向上的方向与 x 轴正向所成的角 α

叫做直线 l 的倾斜角。当直线与 x 轴平行或重合时，规定倾斜角为 0。倾斜角的取值范围是

α ∈ [0, π)

斜率的定义

一条直线的倾斜角 α 的正切值叫做这条直线的斜率，通常用小写字母 k 表示，即
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k = tanα (α ̸= π

2
)

两点间的斜率公式

已知直线上两点 P1(x1, y1)、P2(x2, y2)（x1 ̸= x2），则

k =
y2 − y1
x2 − x1

How To：由两点求斜率

• 检查 x1 ̸= x2（若 x1 = x2，则斜率不存在，直线垂直于 x 轴，先判断再代公式）；

• 纵坐标之差作分子，横坐标之差作分母；

• 计算比值，必要时化简。

x

y

O
1

1

2
y =
√
3x

60◦

图 5.1: 直线的倾斜角与斜率

例题 5.1

（由两点求斜率与倾斜角）

求下列直线的斜率；若斜率存在，再判断倾斜角是锐角还是钝角：

（1）过 A(1, 2)、B(3, 6)的直线；（2）过 C(−1, 3)、D(−1, 7)的直线；（3）过 E(0, 1)、F (2, 0)

的直线。

解：（1）x1 ̸= x2，k =
6− 2

3− 1
=

4

2
= 2 > 0。斜率大于 0，倾斜角为锐角（约 63.4◦）。（2）x1 =

x2 = −1——两点横坐标相同，直线垂直于 x轴，斜率不存在，倾斜角为
π

2
。（3）k =

0− 1

2− 0
=

−1

2
< 0。斜率小于 0，倾斜角为钝角（约 153.4◦）。
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Try It 5.1：求过 P (2,−1)、Q(5, 3) 的直线的斜率，并判断倾斜角是锐角还是钝角。

例题 5.2

（由倾斜角求斜率）

求倾斜角为下列各值的直线的斜率：

（1）α = 60◦；（2）α = 150◦；（3）α = 0。

解：直接用 k = tanα：（1）k = tan 60◦ =
√
3；（2）k = tan 150◦ = tan(180◦−30◦) = − tan 30◦ =

−
√
3

3
；（3）k = tan 0 = 0（水平直线）。

Try It 5.2：求倾斜角为 120◦ 与 135◦ 的直线的斜率。

Q&A

• 问：斜率越大，直线就一定越陡吗？

答：在 [0,
π

2
)内“越大越陡”成立；但一跨过 90◦，斜率变负，数值上反而“更小”却更陡（如

−
√
3 比 1 陡）。所以准确说法是：斜率绝对值越大，直线越陡。

• 问：为什么倾斜角不用“与 y 轴的夹角”？

答：约定俗成以 x 轴正向为基准，好处是水平直线的倾斜角整齐地为 0，且斜率 k = tanα 与

“纵坐标变化量比横坐标变化量”（即一次函数的系数）完全一致。

想一想：两条直线，一条斜率是 2，一条斜率是 −2，它们谁更“陡”？（提示：比的是绝对值，
不看符号）

本节练习（答案见章末）

• 求过 (0, 1)、(2, 5) 两点的直线的斜率。

• 倾斜角为 135◦ 的直线的斜率是多少？

• 过 M(3, 4)、N(3,−2) 两点的直线斜率存在吗？倾斜角是多少？

• 若直线 l 的倾斜角为 α，且 tanα =
√
3，求 α。

5.2 直线方程的五种形式：身份证的五个版本

学习目标

• 掌握直线方程的点斜式、斜截式、两点式、截距式、一般式；

• 会求直线的方程（条件灵活给）；
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• 能进行五种形式的互化，熟练化为一般式。

前置复习

• 斜率为 2、过点 (1, 3) 的直线，当 x 取 0、1、2 时 y 分别是多少？

• 过两点 A(1, 2)、B(3, 6) 的直线，其斜率是多少？

• 满足“过点 (1, 3) 且斜率为 2”的直线有多少条？只满足“斜率为 2”的直线呢？

5.2.1 点斜式与斜截式：抓住一个点，抓住整个方向

情境引入：无人机从 (1, 3) 起飞，以斜率 2 的方向直线爬升。问：它飞到横坐标 x 时高度是

多少？直觉：高度差 = 2× 水平位移，即 y − 3 = 2(x− 1)。这就是点斜式。

点斜式

已知直线过点 P0(x0, y0)，斜率为 k，则直线上任意一点 P (x, y) 都满足

y − y0 = k(x− x0)

这个方程叫直线的点斜式方程。

斜截式

把点斜式中取 x0 = 0（即直线与 y 轴的交点为 (0, b)），得

y = kx+ b

其中 b 是直线在 y 轴上的截距，这个方程叫斜截式方程。

例题 5.3

（用点斜式、斜截式写方程）

（1）求过点 (1, 2) 且斜率为 3 的直线方程；（2）求过点 (2, 3) 且垂直于 x 轴的直线方

程；（3）已知直线 y = kx+ b 过点 (0,−1) 与 (2, 5)，求 k、b。

解：（1）由点斜式：y − 2 = 3(x− 1)，即 y = 3x− 1，化为一般式 3x− y − 1 = 0。（2）垂直
于 x 轴的直线斜率不存在，不能写点斜式——直接写 x = 2。检验：x = 2 恒成立，点 (2, 3)

在线上 ✓。（3）过 (0,−1) 说明 b = −1；代入 (2, 5)：5 = 2k − 1，k = 3。故 y = 3x− 1。

Try It 5.3：求过点 (2,−1) 且斜率为 −2 的直线方程，并化为一般式。

5.2.2 两点式与截距式：两个点，或两个截距

情境引入：一块三角形广告牌的两个顶点落在两坐标轴上。工人要沿第三边锯开——这条边
的方程怎么写？横截距和纵截距都摆在图纸上，写

x

a
+

y

b
= 1 即可。

两点式
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过两点 P1(x1, y1)、P2(x2, y2)（x1 ̸= x2，y1 ̸= y2）的直线方程：

y − y1
y2 − y1

=
x− x1

x2 − x1

截距式

直线在 x 轴、y 轴上的截距分别为 a、b（a ̸= 0，b ̸= 0）时：

x

a
+

y

b
= 1

例题 5.4

（截距式，注意负截距）

求过点 A(−2, 0) 与 B(0, 3) 的直线方程，并指出两个截距的符号。

解：x 截距 a = −2，y 截距 b = 3，由截距式

x

−2
+

y

3
= 1

化为一般式：两边乘 −6，得 3x− 2y + 6 = 0。检验：代入 A(−2, 0)：−6 + 0 + 6 = 0 ✓；
代入 B(0, 3)：0− 6+ 6 = 0 ✓。截距符号：x 截距为负（−2），y 截距为正（3）——截距是代
数值，不是长度。

Try It 5.4：求过 (−1, 4)、(3,−2) 两点的直线方程（两点式），并化为一般式。

5.2.3 一般式：无死角的标准结算货币

情境引入：点斜式不能写竖直线，截距式不能写过原点的线——每种形式都有死角。但把它
们全部化成 Ax + By + C = 0，就没有任何直线会漏掉。所有格式都能兑成这一种“标准货
币”。

一般式

Ax+By + C = 0 (A,B 不同时为零)

其中 A、B、C 为常数。所有直线都能写成一般式；反过来，任何一个一般式都表示一条

直线。

How To：一般式与斜截式互化

• 一般式 → 斜截式：移项、除以 B（B ̸= 0），得 y = −A

B
x− C

B
，斜率 k = −A

B
；

• 斜截式 → 一般式：移项使右边为 0。

例题 5.5

（一般式与斜截式互化）
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（1）把直线 2x − 3y + 6 = 0 化为斜截式，并求其斜率；（2）把 y = −1

2
x + 3 化为一般

式；（3）求过点 (3,−2) 且垂直于 x 轴的直线的一般式。

解：（1）移项：−3y = −2x− 6，两边除以 −3：y =
2

3
x+2。斜率 k =

2

3
——即 −A

B
= − 2

−3
=

2

3
✓。（2）两边乘 2：2y = −x+ 6，移项：x+ 2y− 6 = 0。（3）垂直于 x 轴 → 方程形如 x =

x0，过 (3,−2) → x = 3，即 x− 3 = 0（写成一般式）。

Try It 5.5：把 3x+ 4y − 12 = 0 化为斜截式；把 y = 2x− 1 化为一般式。

Q&A

• 问：五种形式到底该用哪一种？

答：看条件——给点 + 斜率用点斜式，给斜率 + 截距用斜截式，给两点用两点式，给两截
距用截距式，求完方程统一写一般式。考试书写格式统一用一般式最稳妥。

• 问：y = kx+ b 里 b 可以是负数吗？

答：可以。b 是直线与 y 轴交点的纵坐标，是代数值。如 y = 2x− 3 的 y 截距为 −3。

想一想（对抗 M1）：过点 (2, 3) 且垂直于 x 轴的直线，能写成 y = kx + b 的形式吗？为什

么？（提示：竖直线没有斜率，点斜式、斜截式全都“失效”，只有 x = x0 能描述它）

本节练习（答案见章末）

• 求过原点且斜率为 2 的直线方程。

• 求过 (4, 0)、(0,−2) 两点的直线的截距式方程，并化为一般式。

• 求过点 (2, 3) 且垂直于 x 轴的直线方程。（对抗 M1）

• 把 3x+ 4y − 12 = 0 化为斜截式，并指出斜率与 y 截距。

5.3 两条直线的位置关系：平行、垂直，一个方程看穿

学习目标

• 掌握两条直线平行、垂直的判定条件（斜率式与一般式两套）；

• 会求两条直线的交点坐标；

• 会用平行线系、垂直线系写方程。

前置复习

• 两条直线平行时，它们的斜率有什么关系？垂直时呢？
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• 方程组

x+ y = 5

2x− y = 4
的解是多少？这个解在几何上意味着什么？

• 直线 y = 2x+ 1 与 y = 2x− 3 会不会相交？为什么？

5.3.1 平行与垂直的代数判据

情境引入：地图上两条路，一条沿山坡 y = 2x+ 1，一条沿山谷 y = 2x− 3。它们会相交吗？

画一下就知：斜率相同，永不相交。“斜率相同”就是两条直线平行的代数签名。

平行与垂直的判定（斜率式）

设直线 l1 : y = k1x+ b1，l2 : y = k2x+ b2：

• 平行：k1 = k2 且 b1 ̸= b2；若 b1 = b2 则两直线重合；

• 垂直：k1k2 = −1（两直线斜率都存在时）。

一般式判定（无死角）

设 l1 : A1x+B1y + C1 = 0，l2 : A2x+B2y + C2 = 0：

• 平行：A1

A2

=
B1

B2

̸= C1

C2

（系数成比例，但常数项不成比例）；

• 垂直：A1A2 +B1B2 = 0——此式对竖直、水平直线一律有效。

例题 5.6

（判定平行与垂直）

判断下列各组直线的位置关系：

（1）l1 : 2x+ 3y− 1 = 0，l2 : 2x+ 3y+ 7 = 0；（2）l3 : 2x+ 3y− 1 = 0，l4 : 3x− 2y+ 5 =

0；（3）l5 : x = 2，l6 : y = 3。

解：（1）系数成比例 2

2
=

3

3
= 1，而

−1
7
̸= 1 → 平行。（2）A1A2 +B1B2 = 2× 3+ 3× (−2) =

6− 6 = 0 → 垂直。验证斜率：k1 = −
2

3
，k4 =

3

2
，k1k4 = −1 ✓。（3）竖直线 x = 2 与水平线

y = 3。斜率式法失效（竖直线无斜率），用一般式：1 · 0 + 0 · 1 = 0 → 垂直。■

Try It 5.6：判断 l1 : x− y+1 = 0 与 l2 : x− y− 3 = 0，以及 l1 与 l3 : x+ y = 0 的位置关系。

5.3.2 交点坐标与直线系

情境引入：两条路在地图上交叉出一个路口——这个路口就是两个方程组的公共解。两条直
线的交点坐标，就是两方程联立方程组的解。

例题 5.7

（求交点）
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求直线 x+ y − 5 = 0 与 2x− y − 4 = 0 的交点坐标。

解：联立

x+ y = 5

2x− y = 4

两式相加：3x = 9，x = 3；代入第一式：y = 2。交点为 (3, 2)。检验：3 + 2 = 5 ✓，2×
3− 2 = 4 ✓。

直线系

• 与 Ax+By + C = 0 平行的直线系：Ax+By + C ′ = 0（C ′ 待定）；

• 与 Ax+By + C = 0 垂直的直线系：Bx−Ay + C ′ = 0——互换 A、B 并给其中一个变
号。

例题 5.8

（垂直线系过定点）

求过点 (1, 2) 且与直线 3x− 4y + 2 = 0 垂直的直线方程。

解：设所求直线为 4x + 3y + C ′ = 0（互换 3、−4 为 4、3，给 y 项变号）。代入 (1, 2)：4 +

6 + C ′ = 0，C ′ = −10。故直线为 4x + 3y − 10 = 0。检验：A1A2 + B1B2 = 3 × 4 + (−4) ×
3 = 0 ✓；过点 (1, 2)：4 + 6− 10 = 0 ✓。

Try It 5.8：求过点 (0, 3) 且与直线 2x+ y − 1 = 0 平行的直线方程。

Q&A

• 问：两条直线相交、平行、重合，方程组分别对应什么情形？

答：相交 → 方程组有唯一解；平行 → 方程组无解（系数成比例、常数不成比例）；重合 →
方程组有无穷多解（整条直线都是解）。

• 问：含参数的直线 l : (m+ 1)x+ (m− 1)y + 2 = 0 与直线 x+ y = 0 垂直，m 是多少？

答：垂直要求 A1A2 +B1B2 = 0：(m+ 1)× 1 + (m− 1)× 1 = 2m = 0，m = 0。

想一想：一条直线经过点 (2, 3)，你能写出它的方程吗？能写出多少条？如果再加上“它与 x

轴平行”呢？（提示：过一点有无数条直线——一个条件不够，两个条件通常才够）

本节练习（答案见章末）

• 判断 y = 3x+ 2 与 y = 3x− 1 的位置关系。

• 判断 x+ 2y = 4 与 2x− y = 1 的位置关系。

• 求过 (0, 3) 且与 x 轴平行的直线方程。

• 求直线 x− 2y + 1 = 0 与 2x+ y − 8 = 0 的交点坐标。
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5.4 三种距离公式：测量的标尺

学习目标

• 掌握两点间距离公式与中点坐标公式；

• 掌握点到直线的距离公式，注意分母
√
A2 +B2；

• 掌握两条平行线间的距离公式，注意“先统一系数”。

前置复习

• 直角三角形两直角边为 3、4，斜边多长？这个结论叫什么定理？

• 点 (1, 2) 到直线 x = 5 的水平距离是多少？到直线 y = −1 的竖直距离呢？

5.4.1 两点间距离与中点坐标

情境引入：你在 (1, 2)，朋友在 (4, 6)，直线距离多少？把两点之间的线段当作直角三角形的

斜边，横差 3、纵差 4——勾股定理一算，答案 5。这就是两点距离公式的由来。

两点间距离公式

平面内两点 P1(x1, y1)、P2(x2, y2) 间的距离：

|P1P2|=
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

中点坐标公式

线段 P1P2 的中点坐标为

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
例题 5.9

（两点距离与中点）

已知 A(1, 2)、B(4, 6)。

（1）求 |AB|；（2）求 AB 的中点坐标；（3）在 x 轴上找一点 P，使 |PA|= |PB|。

解：（1）|AB|=
√
(4− 1)2 + (6− 2)2 =

√
9 + 16 = 5。（2）中点

(
1 + 4

2
,
2 + 6

2

)
=

(
5

2
, 4

)
。（3）

设 P (x, 0)。|PA|2= (x− 1)2 + 4，|PB|2= (x− 4)2 + 36。令相等：(x− 1)2 + 4 = (x− 4)2 + 36

→ x2 − 2x+ 1 + 4 = x2 − 8x+ 16 + 36 → 6x = 47 → x =
47

6
。故 P

(
47

6
, 0

)
。检验：|PA|2=(

41

6

)2

+ 4 =
1825

36
，|PB|2=

(
23

6

)2

+ 36 =
1825

36
✓ 相等。
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Try It 5.9：已知 A(−2, 1)、B(3, 4)，求 |AB| 与中点坐标。

5.4.2 点到直线的距离

情境引入：施工队要在场地中央立一根旗杆，要求它到一条参考线的垂直距离不小于某值。测
量“垂直距离”就是做垂线——解析几何把这条垂线段长度写成了公式，点只要代进去就能

算。

点到直线的距离公式

点 P0(x0, y0) 到直线 Ax+By + C = 0 的距离：

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

例题 5.10

（点到直线距离，防分母丢失）

求点 (1, 2) 到直线 3x+ 4y − 1 = 0 的距离。

解：直线已是一般式。d =
|3× 1 + 4× 2− 1|√

32 + 42
=
|3 + 8− 1|

5
=

10

5
= 2。

Try It 5.10：求原点 (0, 0) 到直线 5x− 12y + 26 = 0 的距离。

两平行线间的距离公式

两条平行线 Ax+By + C1 = 0 与 Ax+By + C2 = 0 的距离：

d =
|C1 − C2|√
A2 +B2

例题 5.11

（两平行线距离，先归一）

求两条直线 x+ y − 1 = 0 与 2x+ 2y + 3 = 0 之间的距离。

解：第二条系数是第一条的 2倍，先归一：把第二条化为 x+y+
3

2
= 0。d =

∣∣∣∣−1− 3

2

∣∣∣∣
√
12 + 12

=

5

2√
2
=

5
√
2

4
。复核：取第一条上一点 (1, 0)，算它到第二条的距离：

|2× 1 + 2× 0 + 3|√
4 + 4

=
5

2
√
2
=

5
√
2

4
✓ 一致。

Try It 5.11：求 3x+ 4y − 10 = 0 与 3x+ 4y + 5 = 0 之间的距离（两式系数已相同）。

Q&A

• 问：点到直线的距离公式，分子为什么带绝对值？

答：距离是长度，必须非负。分子 |Ax0 +By0 + C| 保证结果为正；去掉绝对值符号则给出
“带符号距离”（点在直线两侧符号相反），那是后续判断位置用的，不是距离。

第 80页



• 问：点恰好在直线上，距离是多少？

答：0——代入后分子为 0。这也是检验计算是否正确的好方法。

想一想：两条平行线 l1、l2 的距离，和“l1 上任一点到 l2 的距离”有什么关系？（提示：平行

线上任意点到另一条的距离都相等——所以公式只与 C1 − C2 有关）

本节练习（答案见章末）

• 求点 (−1, 3) 到直线 4x− 3y + 3 = 0 的距离。

• 求两平行线 y = 2x 与 y = 2x+ 5 之间的距离。

• 已知 A(−2, 1)、B(3, 4)，求 |AB|。

• 求点 (2, 1) 到 x 轴的距离。（对抗 M4：注意分母是
√
02 + 12 = 1，别把公式写变形）

5.5 圆的方程：对称的代数面孔

学习目标

• 掌握圆的标准方程，能由圆心、半径直接写出；

• 掌握圆的一般方程，能配方化为标准式；

• 知道一般方程表示圆的条件 D2 + E2 − 4F > 0。

前置复习

• 到点 O(0, 0) 的距离等于 3 的点 (x, y) 满足什么方程？

• 把 (x− 1)2 + (y + 2)2 = 9 展开，得到什么式子？

• 配方：x2 + 4x+ 3 可以写成什么形式？

5.5.1 标准方程：一眼读出圆心半径

情境引入：公园有一个圆形花坛，园丁要你在图纸上标出“花坛边界”。花坛中心在 (2,−1)，
半径 3 米。边界上任意一点 (x, y) 到中心的距离恒等于 3——这就是标准方程的来源：距离
为定值。

圆的标准方程

以 (a, b) 为圆心、r 为半径的圆的方程：

(x− a)2 + (y − b)2 = r2

特别地，圆心在原点时：x2 + y2 = r2。
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例题 5.12

（由圆心半径写方程）

（1）圆心 (2,−1)，半径 3，求圆的方程，并化为一般式；（2）圆心在原点，且经过点 (3, 4)，

求圆的方程。

解：（1）标准式 (x− 2)2 + (y + 1)2 = 9。展开：x2 − 4x+ 4 + y2 + 2y + 1 = 9，即 x2 + y2 −
4x+ 2y − 4 = 0。（2）半径 r =

√
32 + 42 = 5，方程 x2 + y2 = 25。

Try It 5.12：求以 (0, 0) 为圆心、
√
5 为半径的圆的方程；判断点 (1, 2) 是否在圆上。

5.5.2 一般方程：配方变回标准式

情境引入：有时圆心半径不直接给你，方程却长得一团乱麻——x2 + y2− 6x+4y− 3 = 0。别

怕，把 x 项与 y 项分别配方，圆心半径就“现形”了。配方是解析几何最常用的整容术。

圆的一般方程

x2 + y2 +Dx+ Ey + F = 0

配方后：

(
x+

D

2

)2

+

(
y +

E

2

)2

=
D2 + E2 − 4F

4

• 当 D2 + E2 − 4F > 0：表示圆，圆心
(
−D

2
,−E

2

)
，半径 r =

1

2

√
D2 + E2 − 4F；

• 当 D2 + E2 − 4F = 0：表示一个点（点圆）；

• 当 D2 + E2 − 4F < 0：不表示任何图形。

例题 5.13

（一般式配方求圆心半径）

求圆 x2 + y2 − 6x+ 4y − 3 = 0 的圆心与半径。

解：配方：(x2− 6x+9)+ (y2 +4y+4) = 3+9+4，即 (x− 3)2 +(y+2)2 = 16。圆心 (3,−2)，
半径 4。用一般式公式验证：D = −6，E = 4，F = −3，D2 +E2 − 4F = 36 + 16 + 12 = 64，

r =
1

2

√
64 = 4 ✓。

例题 5.14

（表示圆的条件，对抗 M10）

判断方程 x2 + y2 + 2x− 4y + 10 = 0 是否表示圆；若表示，求圆心与半径。
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解：配方：(x+1)2− 1+ (y− 2)2− 4+ 10 = 0，即 (x+1)2 + (y− 2)2 = −5。右边为负数——
不存在到定点距离为“负”的点，故不表示圆。用公式检验：D2 + E2 − 4F = 4 + 16− 40 =

−20 < 0，不是圆 ✓。

例题 5.15

（三点确定一个圆）

求过 A(0, 0)、B(4, 0)、C(0, 2) 三点的圆的方程。

解：设圆的一般式为 x2 + y2 +Dx + Ey + F = 0，代入三点：A：F = 0；B：16 + 4D = 0，

D = −4；C：4+ 2E = 0，E = −2。圆的方程为 x2 + y2− 4x− 2y = 0。配方：(x− 2)2 + (y−
1)2 = 5，圆心 (2, 1)，半径

√
5。检验：三点到圆心距离均为

√
5 ✓。

Try It 5.13：求圆 x2 + y2 + 4x− 6y + 12 = 0 的圆心与半径。

Q&A

• 问：求圆的方程，什么时候用标准式，什么时候用一般式？

答：给圆心（或半径）→ 用标准式（条件直接读出）；给三个点 → 用一般式（解三元方程组，
待定 D、E、F）。

• 问：为什么一般方程要求 x2、y2 系数相同？

答：系数不同（如 2x2 + 3y2 + · · · = 0）时配方出来是椭圆而不是圆——圆要求到圆心距离处

处相等，体现在方程上就是两个平方项系数必须相同。

想一想（对抗 M10 深化）：x2 + y2 = 0 表示什么图形？（提示：只有 (0, 0) 满足——这是点

圆；而 x2 + y2 = −1 则无解，两者都不是通常意义上的圆）

本节练习（答案见章末）

• 求圆心 (3, 4)、且经过原点 (0, 0) 的圆的方程。

• 求 x2 + y2 − 2x+ 4y − 4 = 0 的圆心与半径。

• 判断 x2 + y2 − 2x+ 4y + 6 = 0 是否表示圆。（对抗 M10）

• 求过 A(0, 0)、B(2, 0)、C(0, 3) 三点的圆的方程。

5.6 直线与圆的位置关系：相离、相切还是相交

学习目标

• 掌握直线与圆位置关系的几何判据（d 与 r 比较）与代数判据（∆）；

第 83页



• 会求相交弦长；

• 会求圆的切线方程（过圆上一点、过圆外一点两类）；

• 会求圆上的点到直线的距离最值。

前置复习

• 点到直线的距离公式是什么？

• 直线与圆最多有几个交点？最少呢？

• 圆的切线有什么性质？（提示：过切点的半径垂直于切线）

5.6.1 位置判定与弦长

情境引入：台球桌上，一个圆形桌垫被球杆沿直线划过。直线是“擦着圆边过”（相切）、“切
进去两段”（相交）还是“完全没碰到”（相离）？判断只看一件事：圆心到直线的垂线段长度
d 与半径 r 谁大谁小。

直线与圆的三种位置关系

设圆心到直线 l 的距离为 d，圆的半径为 r：

位置 判据（几何） 判据（代数：联立消元后的判别式） 交点个数

相离 d > r ∆ < 0 0
相切 d = r ∆ = 0 1
相交 d < r ∆ > 0 2

x

y

O-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

3 相离（d > r）

相切（d = r）

相交（d < r）

图 5.2: 直线与圆的三种位置关系
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弦长公式（垂径定理）

当直线与圆相交于 A、B 两点时，设弦心距（圆心到弦的距离）为 d，则

|AB|= 2
√
r2 − d2

（弦心距 d、半弦
|AB|
2
、半径 r 构成直角三角形。）

例题 5.16

（位置判定：几何代数双法对照）

判断直线 x+ y − 2 = 0 与圆 x2 + y2 = 4 的位置关系；若相交，求交点与弦长。

解：（几何法）圆心 (0, 0)，半径 r = 2。圆心到直线距离 d =
|0 + 0− 2|√

12 + 12
=

2√
2
=
√
2 < 2 →

相交。（代数法）直线化为 y = 2 − x，代入 x2 + y2 = 4：x2 + (2 − x)2 = 4 → 2x2 − 4x = 0

→ 2x(x − 2) = 0，x = 0 或 x = 2，∆ = 16 > 0 → 相交，结论一致。交点：x = 0 时 y = 2；

x = 2 时 y = 0，即 (0, 2)、(2, 0)。弦长：|AB|=
√
(2− 0)2 + (0− 2)2 = 2

√
2；用垂径定理：

2
√
r2 − d2 = 2

√
4− 2 = 2

√
2 ✓ 一致。

例题 5.17

（弦长计算）

求圆 x2 + y2 = 25 被直线 3x+ 4y − 15 = 0 截得的弦长。

解：圆心 (0, 0)，半径 r = 5。弦心距 d =
|0 + 0− 15|√

32 + 42
=

15

5
= 3。弦长 |AB|= 2

√
r2 − d2 =

2
√
25− 9 = 2× 4 = 8。复核：解联立，y =

15− 3x

4
代入 x2 + y2 = 25：x2 +

(15− 3x)2

16
= 25

→ 25x2 − 90x− 175 = 0 → 5x2 − 18x− 35 = 0，∆ = 324 + 700 = 1024 = 322。x =
18± 32

10
：

x1 = 5，x2 = −
7

5
。y1 = 0，y2 =

24

5
。两点 (5, 0)、

(
−7

5
,
24

5

)
间距离

√(
32

5

)2

+

(
−24

5

)2

=

40

5
= 8 ✓。

Try It 5.16：判断圆 x2 + y2 = 9 与直线 3x− 4y + 15 = 0 的位置关系。

5.6.2 切线方程：过圆上一点，过圆外一点

情境引入：车轮与地面只有一个接触点，这个接触点的“贴地切线”就是路面的方向。写圆的
切线方程，有两类问题：过圆上的点（一条切线）与过圆外的点（两条切线）——后者最经典
的错误是只算出一条。

切线的两条性质

• 过切点的半径垂直于切线；

• 过圆上一点 P0(x0, y0) 的圆 (x− a)2 + (y − b)2 = r2 的切线方程：
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(x0 − a)(x− a) + (y0 − b)(y − b) = r2

例题 5.18

（过圆上一点的切线，从“垂直”推导）

已知圆 (x− 1)2 + (y + 1)2 = 5，点 P (2, 1) 在圆上。求过 P 的切线方程。

解：先验证 P 在圆上：(2−1)2+(1+1)2 = 1+4 = 5 ✓。法一（半径垂直切线）：圆心 C(1,−1)，
半径 CP 的方向向量为 (2− 1, 1+ 1) = (1, 2)。切线垂直于 CP，故切线的法向量为 (1, 2)，过

P (2, 1)：1 · (x− 2) + 2 · (y− 1) = 0，即 x+2y− 4 = 0。法二（公式）：(x0− a)(x− a) + (y0−
b)(y − b) = r2：(2 − 1)(x − 1) + (1 + 1)(y + 1) = 5，即 (x − 1) + 2(y + 1) = 5 → x + 2y −

4 = 0 ✓ 一致。检验：P 到直线距离 =
|2 + 2− 4|√

1 + 4
= 0（在线上）；圆心 (1,−1) 到切线距离

=
|1− 2− 4|√

5
=

5√
5
=
√
5 = r ✓。

例题 5.19

（过圆外一点的两条切线，防漏竖直线）

求过点 P (1, 2) 且与圆 x2 + y2 = 1 相切的直线方程。

解：P 到原点距离
√
5 > 1，是圆外点，切线应有两条。(1) 设切线为 y − 2 = k(x − 1)，即

kx− y+(2− k) = 0。由 d = r：
|k · 0− 0 + 2− k|√

k2 + 1
= 1，即 |2− k|=

√
k2 + 1。两边平方：(2−

k)2 = k2 + 1 → 4− 4k = 1 → k =
3

4
。对应切线：y − 2 =

3

4
(x− 1)，即 3x− 4y + 5 = 0。(2)

竖直线 x = 1：到原点的距离 = 1 = r，且过 P (1, 2) → 是切线。这条是设斜率 k 时永远算不

出来的（斜率不存在）。答：两条切线为 x = 1 与 3x− 4y + 5 = 0。复核：3x− 4y + 5 = 0 到

原点距离 =
5

5
= 1 ✓，过 P：3− 8 + 5 = 0 ✓；x = 1 到原点距离 = 1 ✓。

Try It 5.19：求过点 (3, 0) 且与圆 x2 + y2 = 4 相切的直线方程。（提示：先判断过这个圆外

点的竖直线 x = 3 是不是切线）

5.6.3 圆上的点到直线的距离最值

情境引入：信号塔以自身为圆心发射信号，你沿一条公路骑车。路上离信号塔最近和最远的
点在哪？沿“圆心到公路的垂线方向”走到圆的两端，答案就出来了。

圆上点到直线的距离最值

设圆心到直线 l 的距离为 d，半径为 r：

• 若直线不过圆（d ̸= 0的常见情形）：圆上的点到直线距离最小值为 |d− r|，最大值为 d+

r（沿法向方向走到圆的两端）；

• 若直线与圆相交（d < r）：最小值为 0（交点），最大值仍为 d+ r。
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例题 5.20

（最值定位）

求圆 x2 + y2 = 4 上的点到直线 3x+ 4y − 12 = 0 的距离的最大值与最小值，并指出取到

最值的点。

解：圆心 (0, 0) 到直线距离 d =
|0 + 0− 12|√

32 + 42
=

12

5
= 2.4 > 2 = r，直线在圆外。最大值 = d+

r =
12

5
+ 2 =

22

5
；最小值 = d− r =

12

5
− 2 =

2

5
。最值点定位：直线的单位法向量为

(
3

5
,
4

5

)
（指向直线一侧）。从圆心沿此方向走半径到达 Q

(
6

5
,
8

5

)
——这是离直线最近的点，验证：3×

6

5
+ 4 × 8

5
=

18 + 32

5
= 10，dQ =

|10− 12|
5

=
2

5
✓。反向走半径到达 R

(
−6

5
,−8

5

)
——离直

线最远的点，验证：3

(
−6

5

)
+ 4

(
−8

5

)
= −10，dR =

|−10− 12|
5

=
22

5
✓。

Try It 5.20：求圆 x2 + y2 = 1 上的点到直线 3x+ 4y − 10 = 0 的距离的最大值。

Q&A

• 问：判断直线与圆的位置关系，几何法（d 与 r）和代数法（∆）哪个更好？

答：几何法算得快、不容易出错，是首选；代数法在“求交点坐标、求弦长”时必须用。掌握
两种方法并能互相检验，是本章基本功。

• 问：过圆外一点作切线，怎么判断要不要补竖直线？

答：先看“过该点的竖直线到圆心的距离是否等于半径”。等于 → 有竖切线；不等于 → 没
有。画草图能帮你快速判断。

想一想（对抗 M11 情境化）：圆 x2 + y2 = 4 上的点到直线 x + y − 10 = 0 的距离最大值是

多少？（提示：这条直线离圆很远，d =
10√
2
≈ 7.07，最大值是 d+ r 还是 d− r？画图看看离

直线最远的点在哪一侧）

本节练习（答案见章末）

• 判断圆 x2 + y2 = 1 与直线 y = x+ 2 的位置关系。

• 求圆 x2 + y2 = 10 上点 (1, 3) 处的切线方程。

• 求圆 x2 + y2 = 13 被直线 x+ y − 4 = 0 截得的弦长。（对抗 M12）

• 求圆 x2 + y2 = 1 上的点到直线 3x+ 4y − 10 = 0 的距离最大值。（对抗 M11）

5.7 圆与圆的位置关系：两个圆，五种姿势

学习目标
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• 掌握两圆五种位置关系及其判据；

• 会求两圆的公共弦方程与公共弦长；

• 能解决含参圆的基本问题。

前置复习

• 圆的半径、圆心距分别是什么？

• 两个圆的位置有哪几种？试着用手比划。

• 两点确定一条直线，两个圆的交点确定什么？（提示：一条直线——公共弦）

5.7.1 五种位置关系的判据

情境引入：一枚硬币和一枚纽扣在桌上滚动接近。从互不相碰（外离）到擦肩而过（外切），
到互相穿行（相交），到一圆包住另一圆刚碰到内壁（内切），再到完全包住（内含）——五

个阶段，判据全是“圆心距与半径的和差比大小”。

两圆位置关系判据

设两圆圆心距为 d，半径分别为 r1、r2（r1 ≥ r2）：

位置 判据 公共点

外离 d > r1 + r2 0
外切 d = r1 + r2 1（切点在连心线上）
相交 |r1 − r2|< d < r1 + r2 2
内切 d = r1 − r2 1
内含 0 ≤ d < r1 − r2 0
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外切 外离

图 5.3: 两圆的五种位置关系

例题 5.21

（五种位置判定）

判断下列各组两圆的位置关系：

（1）C1 : (x− 1)2 + y2 = 4，C2 : (x+ 2)2 + y2 = 1；（2）C3 : x
2 + y2 = 9，C4 : (x− 2)2 +

y2 = 1；（3）C5 : x
2 + y2 = 16，C6 : (x− 4)2 + y2 = 4。

解：（1）圆心 (1, 0) 与 (−2, 0)，d = 3；r1 = 2，r2 = 1，r1 + r2 = 3 = d → 外切。切点为连心
线上距 (1, 0) 为 2 的点 (−1, 0)，验证：(−1− 1)2 = 4 ✓，(−1 + 2)2 = 1 ✓。（2）圆心距 d =

2；r3 = 3，r4 = 1，r3 − r4 = 2 = d → 内切。切点 (3, 0)。（3）圆心距 d = 4；r5 = 4，r6 = 2，

r5 − r6 = 2，r5 + r6 = 6，2 < 4 < 6 → 相交。

Try It 5.21：判断 C1 : x
2 + y2 = 1 与 C2 : (x− 3)2 + y2 = 1 的位置关系。

5.7.2 公共弦方程

情境引入：两个相交的圆像一副眼镜的两片镜片，重叠部分的“双弓形”共用一段弦——公
共弦。怎么求它所在的直线？把两个圆方程相减：二次项 x2 + y2 恰好抵消，剩下的是一次方

程，正好就是公共弦。

公共弦方程

两圆 x2 + y2 +D1x+ E1y + F1 = 0 与 x2 + y2 +D2x+ E2y + F2 = 0 相交时，两式相减
（消去二次项）所得的直线方程，就是公共弦所在直线方程：

(D1 −D2)x+ (E1 − E2)y + (F1 − F2) = 0
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例题 5.22

（公共弦方程与弦长）

已知圆 C1 : x
2 + y2 = 4 与圆 C2 : (x− 2)2 + y2 = 4 相交于 A、B 两点，求公共弦 AB 所

在直线的方程与公共弦长。

解：先把 C2 写成一般式：x2 + y2 − 4x = 0。两式相减：(x2 + y2) − (x2 + y2 − 4x) = 4 − 0，

即 4x = 4，x = 1。公共弦所在直线为 x = 1。求交点：代入 C1：1+ y2 = 4，y = ±
√
3。交点

(1,
√
3)、(1,−

√
3)，公共弦长 = 2

√
3。位置检验：圆心距 d = 2，r1 = r2 = 2，0 < 2 < 4 →

相交，与“有公共弦”一致 ✓。

Try It 5.22：已知两圆 x2 + y2 = 4 与 x2 + (y − 2)2 = 4 相交，求公共弦所在直线的方程与

公共弦长。

Q&A

• 问：两圆外切时，公共弦方程还成立吗？

答：两圆相减得到的直线（数学上叫“根轴”）此时退化为过切点的一条直线——切点是两圆
的唯一公共点，它必在这条直线上。真正意义上的公共弦只在相交时有。

• 问：两圆内含（一个包住另一个）时，相减得到的直线还有意义吗？

答：几何上它仍是根轴，是一条与两圆均无交点的直线（两圆无公共点，故无公共弦）。基础
阶段知道“相交时才叫公共弦”即可。

想一想：三个圆两两相交，三条公共弦所在的直线有什么位置关系？（提示：试试 C1 : x2 +

y2 = 4，C2 : (x − 2)2 + y2 = 4，C3 : x
2 + (y − 2)2 = 4——三条公共弦是 x = 1、y = 1、x +

y = 2，观察它们是否交于一点）

本节练习（答案见章末）

• 判断 x2 + y2 = 4 与 (x− 1)2 + y2 = 1 的位置关系。

• 求两圆 x2 + y2 = 4 与 x2 + (y − 2)2 = 4 的公共弦所在直线的方程与公共弦长。

• 已知圆 x2 + y2 = 9 与 (x− 4)2 + y2 = 4 相交，求公共弦所在直线的方程。

本章回顾

概念地图

·直线：倾斜角 α ∈ [0, π)，斜率 k = tanα（α =
π

2
时不存在）·两点斜率：k =

y2 − y1
x2 − x1

（先判 x1 ̸= x2）·五种方程：点斜式 y−y0 = k(x−x0)·斜截式 y = kx+ b·两点式
y − y1
y2 − y1

=

x− x1

x2 − x1

·截距式
x

a
+

y

b
= 1 ·一般式 Ax + By + C = 0（无死角）·位置关系：平行 k1 =
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k2（或系数成比例）·垂直 k1k2 = −1（或 A1A2 + B1B2 = 0）·交点 = 方程组解·距离：两
点 |P1P2|=

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ·点线 d =

|Ax0 +By0 + C|√
A2 +B2

·平行线 d =
|C1 − C2|√
A2 +B2

·

圆：标准式 (x− a)2 + (y− b)2 = r2 ·一般式 x2 + y2 +Dx+Ey + F = 0（D2 +E2 − 4F > 0

才是圆）·直线与圆：d 与 r 比（相离/相切/相交）·弦长 |AB|= 2
√
r2 − d2 ·切线（过圆上

点用公式 / 过圆外点设 k + d = r + 补竖直线）·最值 d± r ·圆与圆：d 与 r1 + r2、|r1− r2|
比（外离/外切/相交/内切/内含）·公共弦：两式相减

关键公式速查

内容 要点

倾斜角范围 α ∈ [0, π)；α =
π

2
时斜率不存在

斜率 k = tanα =
y2 − y1
x2 − x1

（x1 ̸= x2）

五种形式互化 一律以一般式 Ax+By + C = 0 为“标准货币”

一般式斜率 k = −A

B
（B ̸= 0；B = 0 为竖直线）

平行/垂直（一般式） 平行：
A1

A2
=

B1

B2
̸= C1

C2
；垂直：A1A2 +B1B2 = 0

点到直线距离 d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
（先化一般式）

平行线距离 d =
|C1 − C2|√
A2 +B2

（先统一系数）

圆的一般式 圆心
(
−D

2
,−E

2

)
，半径

1

2

√
D2 + E2 − 4F

直线与圆 几何：d 与 r；代数：∆；弦长 2
√
r2 − d2

圆上切线 过圆上点：(x0 − a)(x− a) + (y0 − b)(y − b) = r2；过圆外点：设 k + d = r，补竖直线
两圆位置 d 与 r1 + r2、|r1 − r2| 比较；公共弦 = 两式相减

分层练习

A 基础层

• 求过 (−1, 3)、(2,−3) 两点的直线的斜率，并判断倾斜角是锐角还是钝角。

• 把直线 2x− 3y + 6 = 0 化为斜截式，并求它与两坐标轴围成的三角形的面积。

• 判断直线 2x− 4y + 1 = 0 与 x− 2y − 3 = 0 的位置关系。

• 求点 (2,−3) 到直线 3x+ 4y − 9 = 0 的距离。

• 求以 (−2, 3) 为圆心、且与 x 轴相切的圆的方程。

• 判断直线 x+ 2y − 5 = 0 与圆 x2 + y2 = 5 的位置关系。

• 求圆 x2 + y2 − 4x+ 6y − 3 = 0 的圆心与半径。

B 应用层

• 求过点 (−1, 2) 且与直线 2x− 3y + 5 = 0 垂直的直线方程。

第 91页



• 已知圆 x2 + y2 = r2 与直线 4x− 3y + 10 = 0 相切，求 r。

• 求圆 x2 + y2 = 8 被直线 x− y − 2 = 0 截得的弦长。

• 求与直线 y = x 平行、且与圆 x2 + y2 = 8 相切的直线方程。

C 拓展层

• 已知直线 l : (2m+ 1)x+ (m− 1)y + 3m− 4 = 0（m 为参数）。证明：l 恒过定点 P，并

求 P 的坐标。

• 圆 C 过点 (1, 0)、(3, 0)，且圆心在直线 x− y + 2 = 0 上，求圆 C 的方程。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 5.1：k =
3− (−1)
5− 2

=
4

3
> 0 → 倾斜角为锐角。

• 5.2：tan 120◦ = −
√
3；tan 135◦ = −1。

• 5.3：y + 1 = −2(x− 2)，即 y = −2x+ 3，一般式 2x+ y − 3 = 0。

• 5.4：k =
−2− 4

3− (−1)
= −3

2
，y − 4 = −3

2
(x+ 1)，一般式 3x+ 2y − 5 = 0。检验：(−1, 4)：

−3 + 8− 5 = 0 ✓；(3,−2)：9− 4− 5 = 0 ✓。

• 5.5：3x+ 4y − 12 = 0 → y = −3

4
x+ 3；y = 2x− 1 → 2x− y − 1 = 0。

• 5.6：l1 与 l2：
1

1
=
−1
−1
̸= 1

−3
→ 平行；l1 与 l3：1× 1 + (−1)× 1 = 0 → 垂直。

• 5.8：设 2x+ y + C ′ = 0，代入 (0, 3)：C ′ = −3，即 2x+ y − 3 = 0。

• 5.9：|AB|=
√

(3 + 2)2 + (4− 1)2 =
√
34；中点

(
1

2
,
5

2

)
。

• 5.10：d =
|0 + 0 + 26|√

25 + 144
=

26

13
= 2。

• 5.11：系数已相同，d =
|−10− 5|√

9 + 16
=

15

5
= 3。

• 5.12：x2 + y2 = 5；点 (1, 2)：1 + 4 = 5，在圆上。

• 5.13：配方 (x+ 2)2 + (y − 3)2 = 1，圆心 (−2, 3)，半径 1。

• 5.16：d =
|0− 0 + 15|√

9 + 16
=

15

5
= 3 = r → 相切。
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• 5.19：竖直线 x = 3 到原点距离 3 ̸= 2，不是切线。设 y = k(x − 3)：d =
|3k|√
k2 + 1

= 2

→ 9k2 = 4k2 + 4 → k = ±2
√
5

5
。切线：y = ±2

√
5

5
(x− 3)。

• 5.20：d =
|0 + 0− 10|

5
= 2，dmax = 2 + 1 = 3。

• 5.21：圆心距 d = 3，r1 + r2 = 2，3 > 2 → 外离。

• 5.22：C2 : x
2 + y2 − 4y = 0，相减得 4y = 4，y = 1；公共弦 y = 1。交点 (±

√
3, 1)，公

共弦长 2
√
3。

各节练习答案

• 5.1 节：1. k =
5− 1

2− 0
= 2。2. k = tan 135◦ = −1。3. 横坐标相同 → 斜率不存在，倾斜

角
π

2
。4. α ∈ [0, π) 且 tanα =

√
3 → α = 60◦。

• 5.2 节：1. y = 2x。2. 截距式 x

4
+

y

−2
= 1，一般式 x− 2y − 4 = 0（检验：(4, 0)：4−

4 = 0 ✓；(0,−2)：0 + 4− 4 = 0 ✓）。3. x = 2。4. y = −3

4
x+ 3，斜率 −3

4
，y 截距 3。

• 5.3 节：1. 斜率同为 3 → 平行。2. 1 × 2 + 2 × (−1) = 0 → 垂直。3. y = 3。4. 联立：
x = 2y − 1 代入 2x+ y − 8 = 0：4y − 2 + y − 8 = 0 → y = 2，x = 3，交点 (3, 2)。

• 5.4 节：1. d =
|4× (−1)− 3× 3 + 3|√

16 + 9
=

10

5
= 2。2. 归一为 2x− y = 0 与 2x− y+5 = 0：

d =
5√
4 + 1

=
√
5。3.

√
34。4. d =

|0× 2 + 1× 1|√
0 + 1

= 1（x 轴方程 y = 0，A = 0、B =

1、C = 0）。

• 5.5 节：1. 半径 r =
√
32 + 42 = 5，方程 (x − 3)2 + (y − 4)2 = 25。2. 配方 (x − 1)2 +

(y + 2)2 = 9，圆心 (1,−2)，半径 3。3. D2 +E2 − 4F = 4+ 16− 24 = −4 < 0 → 不表示
圆。4. 设一般式，F = 0，B：4 + 2D = 0 → D = −2；C：9 + 3E = 0 → E = −3。方程

x2 + y2 − 2x− 3y = 0，配方 (x− 1)2 +

(
y − 3

2

)2

=
13

4
，圆心

(
1,

3

2

)
，半径

√
13

2
。

• 5.6 节：1. d =
|0− 0 + 2|√

1 + 1
=
√
2 > 1 → 相离。2. 切线 x+3y = 10（验证：圆心 (0, 0) 到

直线距离
10√
10

=
√
10 = r ✓）。3. d =

|0 + 0− 4|√
2

= 2
√
2，r =

√
13，弦长 = 2

√
13− 8 =

2
√
5。4. d =

10

5
= 2，dmax = 2 + 1 = 3。

• 5.7 节：1. 圆心距 d = 1，r1 − r2 = 1 → 内切。2. C2 : x
2 + y2 − 4y = 0，相减得 y = 1；

交点 (±
√
3, 1)，公共弦长 = 2

√
3。3. C2 一般式 x2 + y2− 8x+12 = 0，相减：(x2 + y2−

9)− (x2 + y2− 8x+12) = 0 → 8x− 21 = 0 → x =
21

8
，公共弦 x =

21

8
。复核：交点 y2 =

9−
(
21

8

)2

=
576− 441

64
=

135

64
，到 (4, 0) 距离 2 =

(
4− 21

8

)2

+
135

64
=

121 + 135

64
= 4 ✓

在 C2 上。
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A1：k =
−3− 3

2− (−1)
= −2 < 0 → 倾斜角为钝角。

A2：y =
2

3
x+ 2。与两轴交点 (0, 2)、(−3, 0)，面积 S =

1

2
× 3× 2 = 3。

A3：2

1
=
−4
−2

= 2，而
1

−3
̸= 2 → 平行。

A4：d =
|3× 2 + 4× (−3)− 9|√

9 + 16
=

15

5
= 3。

A5：与 x 轴相切 → 半径 = 圆心到 x 轴距离 = 3。方程 (x+ 2)2 + (y − 3)2 = 9。

A6：d =
|0 + 0− 5|√

1 + 4
=
√
5 = r → 相切。

A7：配方 (x− 2)2 + (y + 3)2 = 16，圆心 (2,−3)，半径 4。

B8：垂直直线系 3x+ 2y + C ′ = 0，代入 (−1, 2)：−3 + 4 + C ′ = 0，C ′ = −1，即 3x+ 2y −
1 = 0。

B9：相切 → d = r：r =
|0 + 0 + 10|√

16 + 9
=

10

5
= 2。

B10：d =
|0− 0− 2|√

1 + 1
=
√
2，弦长 = 2

√
8− 2 = 2

√
6。复核：x = y + 2 代入圆：(y + 2)2 +

y2 = 8 → y2 + 2y − 2 = 0，|y1 − y2|=
√
4 + 8 = 2

√
3，弦长 =

√
2× 2

√
3 = 2

√
6 ✓。

B11：设 y = x+ b，即 x− y+ b = 0，相切：d =
|b|√
2
=
√
8，|b|= 4，b = ±4。直线 y = x+4

与 y = x− 4。

C12：整理：m(2x + y + 3) + (x − y − 4) = 0。令 2x + y + 3 = 0 且 x − y − 4 = 0：相加

得 3x − 1 = 0，x =
1

3
，y = −11

3
。l 恒过定点 P

(
1

3
,−11

3

)
。检验：2 × 1

3
+

(
−11

3

)
+ 3 =

2− 11 + 9

3
= 0 ✓；1

3
−
(
−11

3

)
− 4 =

12

3
− 4 = 0 ✓。

C13：圆心在弦 (1, 0)–(3, 0)的中垂线 x = 2上；又在直线 x− y+2 = 0上，故 y = x+2 = 4，

圆心 (2, 4)。半径 r =
√
(2− 1)2 + (4− 0)2 =

√
17。圆 (x− 2)2 + (y − 4)2 = 17。检验 (3, 0)：

1 + 16 = 17 ✓。
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第六章 怎么用“和、差、等”画尽天下曲
线：圆锥曲线的方程

章首情境

6.1 椭圆：一根绳与两颗图钉画出的曲线

学习目标

• 理解椭圆的定义（到两定点距离之和为常数 2a）；

• 掌握椭圆的标准方程及其推导思路；

• 会由标准方程求 a、b、c 与焦点、顶点坐标，会判定焦点所在的轴；

• 掌握离心率 e =
c

a
与通径公式，理解 a2 = b2 + c2（a 最大）。

前置复习

• 圆的标准方程是什么？“到定点的距离等于定长”用方程怎么写？

• 化简
√

(x− c)2 + y2 +
√
(x+ c)2 + y2 = 2a 的大致思路是什么？（提示：移项、平方、再

平方）

• 已知 a = 5，c = 3，由 a2 = b2 + c2 求 b。

6.1.1 椭圆的定义与标准方程

情境引入：图钉所在位置就是两个焦点 F1、F2，绳长记为 2a，两图钉距离记为 2c。绳子要能绷

紧，绳长必须大于两图钉距离，即 2a > 2c。铅笔的轨迹上任意一点 P 都满足 |PF1|+|PF2|=
2a——这就是椭圆的定义。

椭圆的定义

平面内与两个定点 F1、F2 的距离的和等于常数（大于 |F1F2|）的点的轨迹叫做椭圆。两
个定点 F1、F2 叫焦点，两焦点间的距离叫焦距（记为 2c）。常数记为 2a，满足 2a > 2c。

第 95页



椭圆的标准方程

取焦点 F1(−c, 0)、F2(c, 0)（焦点在 x 轴上），设椭圆上一点 P (x, y)，由 |PF1|+|PF2|=
2a 化简整理得

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0, b2 = a2 − c2)

若焦点在 y 轴上（F1(0,−c)、F2(0, c)），则

y2

a2
+

x2

b2
= 1 (a > b > 0)

其中 a 叫长半轴长，b 叫短半轴长。

How To：判定焦点在哪个轴上

• 把方程写成标准形式（右边为 1）；

• 比较 x2、y2 两个分母的大小；

• 分母大的是 a2，焦点跟着大分母所在的轴走——x2 的分母大，焦点在 x 轴上；y2 的分

母大，焦点在 y 轴上。

x

y

O-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

F2F1 A2A1

B2

B1

a = 3, b = 2, c =
√
5

图 6.1: 椭圆 x2/9+y2/4=1

例题 6.1

（由标准方程求基本量）
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已知椭圆
x2

25
+

y2

16
= 1，求长轴长、短轴长、焦距、焦点坐标、顶点坐标与离心率。

解：x2 分母 25 > y2 分母 16→焦点在 x轴，a2 = 25，b2 = 16。a = 5，b = 4，c =
√
a2 − b2 =

√
25− 16 = 3。长轴长 2a = 10，短轴长 2b = 8，焦距 2c = 6；焦点 (±3, 0)；顶点 (±5, 0)、

(0,±4)；离心率 e =
c

a
=

3

5
。

Try It 6.1：已知椭圆 x2

9
+

y2

25
= 1，求焦点坐标与离心率。（提示：先判焦点轴——y2 的分

母大）

例题 6.2

（由几何条件求标准方程）

已知椭圆的顶点为 (±6, 0)，焦点为 (±2, 0)，求椭圆的标准方程。

解：顶点 (±6, 0) 在 x 轴上，焦点 (±2, 0) 也在 x 轴上 → 焦点在 x 轴。a = 6，c = 2，b2 =

a2 − c2 = 36− 4 = 32。标准方程：
x2

36
+

y2

32
= 1。

Try It 6.2：已知椭圆短轴长为 8，焦距为 6，焦点在 y 轴上，求椭圆的标准方程。（答案：

a2 = b2 + c2，b = 4，c = 3，a = 5，方程
y2

25
+

x2

16
= 1）

例题 6.3

（定义直译求轨迹 + 焦点三角形）

（1）动点 P 到 F1(−4, 0)、F2(4, 0) 的距离之和恒为 10，求 P 的轨迹方程；（2）若 P 是

该椭圆上的一点，̸ F1PF2 = 60◦，求 △F1PF2 的面积。

解：（1）|PF1|+|PF2|= 10 = 2a → a = 5；|F1F2|= 8 = 2c → c = 4。验证存在性：2a = 10 >

2c = 8 ✓，轨迹是椭圆。b2 = a2− c2 = 25− 16 = 9，焦点在 x轴，轨迹方程
x2

25
+

y2

9
= 1。（2）

记 u = |PF1|，v = |PF2|。由椭圆定义 u+ v = 10。在 △F1PF2 中由余弦定理：|F1F2|2= u2 +

v2 − 2uv cos 60◦，即 64 = u2 + v2 − uv。又 (u+ v)2 = u2 + v2 + 2uv = 100。两式相减：36 =

3uv，uv = 12。面积 S =
1

2
uv sin 60◦ =

1

2
× 12×

√
3

2
= 3
√
3。■

Try It 6.3：动点 P 到 F1(0,−5)、F2(0, 5)的距离之和为 14，求轨迹方程。（提示：a = 7，c =

5，焦点在 y 轴）

Q&A

• 问：椭圆里 a、b、c 到底谁最大？三个量在图上对应什么？

答：a 最大，且 a2 = b2 + c2。图上以中心 O、焦点 F2(c, 0)、椭圆与 y 轴正半轴交点 B(0, b)

三点构成的直角三角形中，斜边是 OB′ = a（B′ 为左顶点 (−a, 0) 与 B 相连的线段长恰好为

a），两条直角边是 b、c——认出这个直角三角形，a 是斜边，就永远不会记反公式。

• 问：2a 和 2c 相等会怎样？
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答：若 2a = 2c，轨迹退化为线段 F1F2；若 2a < 2c，则无轨迹。所以定义里“常数大于焦距”

是保证“真正扁圆的椭圆”存在的前提。

• 问：怎么区分焦点在 x 轴还是在 y 轴？

答：看大分母——x2 的分母大，焦点在 x 轴；y2 的分母大，焦点在 y 轴。口诀“大分母跟着

焦点走”。

想一想（对抗 M1 前瞻）：双曲线的 a、b、c 关系与椭圆相反——c 最大，c2 = a2 + b2。为什

么“斜边”从 a 换成了 c？（提示：双曲线的 a、b、c 直角三角形中，a、b 是直角边，c 是斜

边；等到 6.2 节画中心矩形你就明白了）

6.1.2 椭圆的几何性质：离心率与通径

情境引入：同样一个椭圆，有的很“圆”（接近圆），有的很“扁”（像被压过）。怎么用一个数
描述“圆不圆”？答案是离心率——焦距与长轴长的比值。e 越小越圆，e 越大越扁。

离心率

椭圆的离心率 e =
c

a
，且 0 < e < 1。又因为 c =

√
a2 − b2，也可写成

e =

√
1− b2

a2

• e 越接近 0，椭圆越接近圆；

• e 越接近 1，椭圆越扁。

通径

过焦点且垂直于长轴的弦叫通径，其长度

|AB|= 2b2

a

例题 6.4

（离心率反求 a : b）

已知椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 的离心率 e =

√
3

2
，求 a : b。

解：e2 =
c2

a2
=

3

4
，故 c2 =

3

4
a2。b2 = a2 − c2 = a2 − 3

4
a2 =

1

4
a2。两边开方：b =

1

2
a，即 a :

b = 2 : 1。反向检验：若 a : b = 2 : 1，则 e =

√
1− b2

a2
=

√
1− 1

4
=

√
3

2
✓。

Try It 6.4：椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 的长轴长是短轴长的 3 倍，求离心率 e。

练一练（对抗 M5：通径一题三问）

分别求下列曲线的通径长：
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（1）椭圆 x2

25
+

y2

9
= 1；（2）双曲线 x2

16
− y2

9
= 1（预演 6.2 节）；（3）抛物线 y2 = 8x（预

演 6.3 节）。

（提示：椭圆、双曲线通径都是
2b2

a
，抛物线通径是 2p——三个公式三个桶，别混装）

Q&A

• 问：e = 0 是什么图形？

答：e = 0 意味着 c = 0，两个焦点重合——椭圆退化成圆。所以圆可以看成“离心率为 0 的
椭圆”，这就是为什么圆与椭圆常常一起出现。

• 问：离心率能大于 1 吗？

答：对椭圆不能（0 < e < 1 是椭圆专属区间）。e = 1 是抛物线，e > 1 是双曲线——离心率

是贯穿三种曲线的“一维家谱”（详见 6.3.2 节末）。

想一想：用两根绳子能画出扁扁的椭圆和接近圆的椭圆，差别在“绳长与图钉距的比例”。如
果绳长固定，图钉距越接近绳长，画出的椭圆越扁还是越圆？（提示：图钉距 = 2c，绳长 =
2a，e = c/a）

本节练习（答案见章末）

• 椭圆 x2

36
+

y2

20
= 1 的长轴长、焦距、离心率各是多少？

• 求与椭圆 x2

9
+

y2

4
= 1 有相同焦点，且过点 (

√
5, 2) 的椭圆方程。

• 椭圆 x2

m
+

y2

4
= 1 的离心率 e =

√
3

2
，求 m。（含参，需讨论焦点轴）

• 写出椭圆 x2

9
+

y2

25
= 1 的焦点坐标，并说明焦点在哪个轴上。（对抗 M2）

6.2 双曲线：差值恒定的“两支”曲线

学习目标

• 理解双曲线的定义（到两定点距离之差的绝对值为常数 2a）；

• 掌握双曲线的标准方程与 c2 = a2 + b2（c 最大）；

• 掌握双曲线的渐近线方程与画法；

• 掌握双曲线的离心率 e > 1 与通径公式。

前置复习
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• 椭圆的标准方程与 a2 = b2 + c2 是什么？椭圆里谁最大？

•“到两定点距离之和”是椭圆，那“之差”呢？先猜一猜会得到什么形状。

• 绝对值方程 |x− 3|= 5 的解是什么？它提醒我们“差的绝对值”会带来什么？

6.2.1 双曲线的定义与标准方程

情境引入：把椭圆实验反过来——不是“绷紧绳子求和”，而是“一根弹性绳：到 F1 的距离

减去到 F2 的距离，恒为定值”。铅笔画出的轨迹分居两侧，形成左右两支——这就是双曲线。

注意关键词：差的绝对值。

双曲线的定义

平面内与两个定点 F1、F2 的距离的差的绝对值等于常数（小于 |F1F2| 且大于 0）的点的

轨迹叫做双曲线。常数记为 2a，焦距记为 2c，满足 0 < 2a < 2c。

双曲线的标准方程

焦点在 x 轴上（F1(−c, 0)、F2(c, 0)）：

x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0, c2 = a2 + b2)

焦点在 y 轴上（F1(0,−c)、F2(0, c)）：

y2

a2
− x2

b2
= 1

How To：判定双曲线焦点所在轴

• 化为标准形式（右边为 1）；

• 看 x2、y2 谁前面的系数是正号；

• 正号项对应的变量所在轴就是实轴（焦点所在轴）。

例题 6.5

（由标准方程求基本量）

已知双曲线
x2

16
− y2

9
= 1，求实轴长、虚轴长、焦距、焦点坐标、渐近线方程与离心率。

解：x2 项为正 → 焦点在 x 轴。a2 = 16，b2 = 9。a = 4，b = 3，c =
√
a2 + b2 =

√
16 + 9 = 5。

实轴长 2a = 8，虚轴长 2b = 6，焦距 2c = 10；焦点 (±5, 0)；渐近线 y = ± b

a
x = ±3

4
x；离心

率 e =
c

a
=

5

4
。

例题 6.6

（定义直译求轨迹，注意两支）
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动点 P 到 F1(−5, 0)、F2(5, 0) 的距离之差的绝对值为 6，求 P 的轨迹方程。

解：2a = 6，a = 3；2c = 10，c = 5。存在性：0 < 2a < 2c，即 6 < 10 ✓，轨迹是双曲线。
b2 = c2 − a2 = 25− 9 = 16，焦点在 x 轴。轨迹方程

x2

9
− y2

16
= 1——左右两支都要算（差是

“绝对值”，P 在两侧都成立）。若把题改成“|PF1|−|PF2|= 6”（不带绝对值），则只表示右支
x2

9
− y2

16
= 1（x ≥ 3）——“绝对值”是两支的分水岭。

Try It 6.5：动点 P 到 F1(0,−4)、F2(0, 4) 的距离之差的绝对值为 6，求轨迹方程。

6.2.2 渐近线：双曲线的“灵魂”

情境引入：冷却塔（如核电站那口“大烟囱”）的剖面是双曲线——风吹过去薄壳不塌。工程
师看中的就是双曲线的渐近线：曲线无限接近两条直线却永不相交，力沿渐近线方向被均匀
传开。渐近线怎么画？画一个中心在原点、边长为 2a 与 2b 的矩形，对角线就是渐近线。

渐近线方程

• 焦点在 x 轴（
x2

a2
− y2

b2
= 1）：y = ± b

a
x；

• 焦点在 y 轴（
y2

a2
− x2

b2
= 1）：y = ±a

b
x。

x

y

O 2 4 6 8 10

-6

-4

-2

2

4

6

A F

渐近线 y = ±2
3x

图 6.2: 双曲线与渐近线

例题 6.7

（由渐近线反求方程）
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已知双曲线的渐近线为 y = ±2

3
x，且经过点 (3

√
2, 2)，求双曲线的标准方程。

解：由渐近线 y = ±2

3
x 知

b

a
=

2

3
，可设双曲线方程为

x2

9
− y2

4
= λ（λ > 0，焦点在 x 轴）。

代入点 (3
√
2, 2)：

18

9
− 4

4
= 2− 1 = 1，故 λ = 1。双曲线方程

x2

9
− y2

4
= 1。复核：渐近

线 y = ±2

3
x ✓；点 (3

√
2, 2) 代入左边 = 1 ✓；c =

√
9 + 4 =

√
13，焦点 (±

√
13, 0)。

Try It 6.6：求双曲线 y2

9
− x2

16
= 1 的渐近线方程与离心率。（对抗 M3：焦点在 y 轴，渐近

线是 y = ±a

b
x，不是

b

a
）

Q&A

• 问：双曲线的 a、b、c 谁最大？

答：c 最大，c2 = a2 + b2。图上以中心 O、焦点 F2(c, 0)、虚轴端点 (0, b) 构成的直角三角形

中，斜边是 c——与椭圆（斜边是 a）恰好相反。记住“斜边是谁”就不会记反公式。

• 问：为什么叫“实轴”“虚轴”？

答：双曲线与 x轴（焦点在 x轴时）真的相交于 (±a, 0)，这段是“实的”；与 y 轴不相交，但

矩形的边长为 2b，它是“虚的”。虚轴不是不存在，而是“看不见的轴”。

• 问：等轴双曲线 x2 − y2 = 4 有什么特别？

答：a = b = 2，渐近线 y = ±x（互相垂直），离心率 e =
c

a
=

2
√
2

2
=
√
2。实轴与虚轴相等

⇔ 渐近线垂直 ⇔ e =
√
2，三位一体，考试常考。

想一想（对抗 M1 与 M3 综合）：把 x2 − y2 = 4 与 y2 − x2 = 4 对比：两者焦点在哪条轴上？

渐近线相同吗？离心率呢？（提示：两式都是等轴双曲线，焦点轴相反，但渐近线都是 y = ±x）

本节练习（答案见章末）

• 双曲线 x2

9
− y2

16
= 1 的实轴长、虚轴长、焦距、渐近线方程各是多少？（对抗 M1：b2 =

c2 − a2 用加）

• 求与双曲线 x2

4
− y2

5
= 1 有相同焦点且实轴长为 4 的双曲线方程。

• 已知双曲线的一条渐近线为 y =
√
3x，求它的离心率 e。

• 求双曲线 y2

9
− x2

16
= 1 的焦点坐标与渐近线方程。（对抗 M2、M3）

6.3 抛物线：等距的轨迹

学习目标
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• 理解抛物线的定义（到定点与到定直线的距离相等）；

• 掌握抛物线的四种标准方程及其焦点、准线；

• 掌握 p 的几何意义（焦准距）与通径 2p；

• 掌握过焦点弦的性质（y1y2 = −p2，弦长 = x1 + x2 + p）。

前置复习

• 点到点 (1, 0) 的距离怎么用坐标表示？点到直线 x = −1 的距离呢？

• 解方程
√

(x− 1)2 + y2 = |x+ 1|，平方后得到什么曲线方程？（试试看）

• 椭圆与双曲线的离心率范围分别是多少？

6.3.1 抛物线的定义与标准方程

情境引入：手电筒的反光碗横截面是抛物线，灯泡装在焦点上——光线射出后变成平行光。反
过来，平行光射入，也全部汇聚到焦点。焦点 (F ) 与一条定直线（准线 l）之间，定义说：抛
物线是到 F 与到 l 距离相等的点的轨迹。

抛物线的定义

平面内与一个定点 F 和一条定直线 l（F 不在 l 上）的距离相等的点的轨迹叫做抛物线。
点 F 叫焦点，直线 l 叫准线。焦点到准线的距离叫焦准距，记为 p（p > 0）。

抛物线的四种标准方程

开口方向 标准方程 焦点 准线 通径

向右 y2 = 2px
(p
2
, 0
)

x = −p

2
2p

向左 y2 = −2px
(
−p

2
, 0
)

x =
p

2
2p

向上 x2 = 2py
(
0,

p

2

)
y = −p

2
2p

向下 x2 = −2py
(
0,−p

2

)
y =

p

2
2p
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x

y

O-4 -2 2 4

2

4

6

F (0, 1)

准线 y = −1

图 6.3: 抛物线 y=x2/4 的焦点与准线

例题 6.8

（标准方程 ↔ 焦点、准线互译）

求下列抛物线的焦点坐标、准线方程与通径长：

（1）y2 = 4x；（2）x2 = −6y；（3）y2 = x。

解：（1）2p = 4，p = 2。一次项是 x 且系数为正 → 开口向右。焦点
(p
2
, 0
)
= (1, 0)，准线

x = −p

2
= −1，通径 2p = 4。（2）2p = 6，p = 3。一次项是 y 且系数为负 → 开口向下。焦

点
(
0,−3

2

)
，准线 y =

3

2
，通径 6。（3）2p = 1，p =

1

2
。开口向右。焦点

(
1

4
, 0

)
，准线 x =

−1

4
，通径 1。

Try It 6.7：求抛物线 y2 = −8x与 x2 = −4y 的焦点坐标、准线方程与开口方向。（对抗 M10：
负号影响开口，不影响“减半”算法）

例题 6.9

（定义直译 + 反射器建模）

（1）动点 P 到定点 F (2, 0) 与到直线 x = −2 的距离相等，求 P 的轨迹方程；（2）一个
抛物面反射器的开口直径（沿对称轴垂直方向的最大宽度）为 10，深度为 2，求焦点到顶点

的距离。

解：（1）焦点 F (2, 0)，准线 x = −2，焦点到准线的距离 p = 2 − (−2) = 4（且 F 不在准线

上 ✓）。开口向右，y2 = 2px = 8x。（2）把反射器剖面放在坐标系中，顶点在原点，对称轴为
y 轴，开口向上：x2 = 2py。开口直径 10 → 剖面两端点横坐标为 ±5；深度 2 → 端点纵坐标
为 2，即点 (5, 2) 在抛物线上：25 = 2p × 2 = 4p，p =

25

4
。焦点到顶点的距离 =

p

2
=

25

8
=
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3.125。所以灯泡应装在距顶点 3.125 个单位处。■

Try It 6.8：抛物线过点 (2, 4) 且顶点在原点，求它的标准方程。（提示：开口方向未定，分

y2 = 2px 与 x2 = 2py 两类讨论）

6.3.2 焦点弦的性质

情境引入：一束平行光沿抛物线对称轴射入，反射后全部汇聚于焦点。那么，穿过焦点射向抛
物线的一条“斜光”（焦点弦），它的两端点坐标有什么秘密？答案是两个漂亮的定值：y1y2 =

−p2 与弦长 = x1 + x2 + p。

过焦点弦的两个结论

过抛物线 y2 = 2px 焦点
(p
2
, 0
)
的直线交抛物线于 A(x1, y1)、B(x2, y2)，则

y1y2 = −p2, |AB|= x1 + x2 + p

例题 6.10

（过焦点弦的计算）

过抛物线 y2 = 4x 的焦点作斜率为 1 的直线，交抛物线于 A、B 两点。

（1）求 |AB|；（2）求 y1y2。

解：p = 2，焦点 F (1, 0)，直线 y = x− 1。联立：(x− 1)2 = 4x → x2 − 2x+ 1 = 4x → x2 −
6x+ 1 = 0。由韦达定理：x1 + x2 = 6，x1x2 = 1。（1）|AB|= x1 + x2 + p = 6 + 2 = 8。复核：

y1− y2 = (x1− 1)− (x2− 1) = x1− x2，|AB|=
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =

√
2|x1− x2|。(x1−

x2)
2 = (x1 + x2)

2 − 4x1x2 = 36− 4 = 32，|AB|=
√
2×
√
32 = 8 ✓。（2）y1y2 = (x1 − 1)(x2 −

1) = x1x2 − (x1 + x2) + 1 = 1− 6 + 1 = −4 = −p2 ✓。通径检验：当直线垂直于对称轴（x =

1）时，y2 = 4，y = ±2，弦长 4 = 2p——通径是焦点弦中最短的那条。■

Try It 6.9：过抛物线 y2 = 8x 的焦点作弦 AB，若 x1 + x2 = 10，求 |AB| 与 y1y2。

Q&A

• 问：为什么 y1y2 = −p2 总是负数？

答：A、B 分别在 x 轴两侧（焦点在抛物线的“肚里”，过焦点的弦必然一上一下），所以 y1、

y2 异号，乘积为负。

• 问：焦点弦长公式 |AB|= x1 + x2 + p 只适用于开口向右的抛物线吗？

答：y2 = 2px 型适用；其他开口方向有对应的平行公式（如 x2 = 2py 型是 |AB|= y1 + y2 +

p）。考试以 y2 = 2px 型为主。

• 问：抛物线的离心率是多少？
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答：e = 1。这是唯一的“不加不减不定比值”的曲线——椭圆 0 < e < 1，抛物线 e = 1，双

曲线 e > 1。一条离心率数轴贯穿全章：e = 0（圆）→ 0 < e < 1（椭圆）→ e = 1（抛物线）

→ e > 1（双曲线）。

x

y

O
0.5 1 1.5 2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

圆 e = 0

椭圆 0 < e < 1

抛物线 e = 1

双曲线 e > 1

图 6.4: 离心率 e 的取值谱系

想一想（对抗 M8）：给你一个离心率 e =
3

2
，不给你方程——你能判断它是哪种曲线吗？e =

1 呢？e =
1

2
呢？（提示：离心率的范围就是曲线家族的“身份证号”）

本节练习（答案见章末）

• 求抛物线 y2 = 8x 的焦点坐标、准线方程与通径长。

• 抛物线 x2 = 2py 过点 (4, 4)，求 p 与焦点坐标。

• 过抛物线 y2 = 4x 的焦点作弦 AB，A、B 的横坐标之和为 5，求 |AB| 与 y1y2。

• 动点 P 到 F (0, 3) 与到直线 y = −3 的距离相等，求轨迹方程。

6.4 直线与圆锥曲线：联立，算到底

学习目标

• 掌握联立消元法判断直线与圆锥曲线的位置关系（∆ 判据）；

• 掌握弦长公式 |AB|=
√
1 + k2 ·

√
∆

|A|
；

• 掌握中点弦问题的点差法（设而不求）；
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• 会用坐标法求三角形面积，掌握割补公式 S =
1

2
|x1y2 − x2y1|。

前置复习

• 一元二次方程 ax2 + bx+ c = 0 的判别式与韦达定理是什么？

• 两点 P1(x1, y1)、P2(x2, y2) 的距离公式是什么？

• 点 P0(x0, y0) 到直线 Ax+By + C = 0 的距离公式是什么？

6.4.1 联立消元与位置关系

情境引入：把直线 y = kx + m 代入椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1，得到关于 x 的一元二次方程 Ax2 +

Bx + C = 0——解的数量就是交点数量：两个解相交、一个解相切、无解相离。解析几何把
几何问题变成代数问题，这一步就是“以算代画”。

直线与圆锥曲线的位置关系

设直线 y = kx+m 与椭圆（或抛物线）联立消元得到 Ax2 +Bx+ C = 0：

• A ̸= 0 时看判别式：∆ > 0 相交（2 交点）；∆ = 0 相切（1 交点）；∆ < 0 相离（0 交点）；

• A = 0 时方程退化为一次——只有一个交点，但这不是相切（双曲线的渐近线方向就是
这个特殊情形，必考易错）。

例题 6.11

（含参直线与椭圆的位置关系 + 双曲线退化情形）

（1）当 m 取何值时，直线 y = x+m 与椭圆
x2

4
+ y2 = 1 相交、相切、相离？（2）直线

y =
x

2
+ 1 与双曲线

x2

4
− y2 = 1 有几个交点？它是不是双曲线的切线？

解：（1）代入消元：x2

4
+ (x+m)2 = 1 → x2

4
+ x2 + 2mx+m2 − 1 = 0 → 乘 4：5x2 + 8mx+

4m2− 4 = 0。∆ = (8m)2− 4× 5× (4m2− 4) = 64m2− 80m2 +80 = 80− 16m2。相交：∆ > 0

→ m2 < 5，即 −
√
5 < m <

√
5；相切：∆ = 0 → m = ±

√
5；相离：|m|>

√
5。边界复核：取

m =
√
5，方程 5x2 + 8

√
5x+ 20− 4 = 0，即 5x2 + 8

√
5x+ 16 = 0，∆ = 320− 320 = 0，切点

x = − 4√
5
✓。（2）代入：x2

4
−
(x
2
+ 1
)2

= 1 → x2

4
−
(
x2

4
+ x+ 1

)
= 1 → −x− 1 = 1，x =

−2，y = 0。只有一个交点 (−2, 0)。但消元后得到的是一次方程（二次项系数 A = 0）——判
别式判据失效，这不是相切，而是因为直线 y =

x

2
+ 1 恰好平行于渐近线 y =

x

2
，它与双曲

线相交于一点后“擦肩而过”。检验 (−2, 0) 在双曲线上：4

4
− 0 = 1 ✓。■

Try It 6.10：当 m 取何值时，直线 y = x+m 与双曲线
x2

4
− y2 = 1 相切？（提示：代入得

3x2 + 8mx+ 4m2 + 4 = 0，∆ = 16(m2 − 3)）
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6.4.2 弦长与中点弦

情境引入：激光切过椭圆钢板留下一条切口 AB。切口的长度怎么算？两点坐标太丑？没关系

——用韦达定理直接出“横坐标差的绝对值”，再乘上斜率修正系数
√
1 + k2，“斜着量”就把

“横着量”换算过来了。

弦长公式

直线 y = kx+m 与圆锥曲线交于 A(x1, y1)、B(x2, y2)，联立消元得 Ax2 + Bx+ C = 0，

则

|AB|=
√
1 + k2 |x1 − x2|=

√
1 + k2 ·

√
∆

|A|

x

y

O-2 -1 1 2

-1

1

2

3

A

B

图 6.5: 直线 y=x+1 与椭圆的弦长

例题 6.12

（用韦达定理求弦长）

直线 y = x+ 1 与椭圆
x2

4
+ y2 = 1 交于 A、B 两点，求 |AB|。

解：代入：
x2

4
+ (x+1)2 = 1 → x2

4
+ x2 +2x+1− 1 = 0 → 乘 4：5x2 +8x = 0。x = 0 或 x =

−8

5
。于是 A(0, 1)、B

(
−8

5
,−3

5

)
。方法一（直接距离）：|AB|=

√(
8

5

)2

+

(
8

5

)2

=
8
√
2

5
。方

法二（弦长公式）：k = 1，A = 5，∆ = 64，|AB|=
√
1 + 1×

√
64

5
=

8
√
2

5
✓ 一致。

Try It 6.11：直线 y = 2x− 1 与抛物线 y2 = 4x 交于 A、B，求 |AB|。（提示：代入得 4x2−

8x+ 1 = 0，∆ = 48，|AB|=
√
5×
√
48

4
=
√
15）

中点弦：点差法（设而不求）
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设弦 AB 的端点为 A(x1, y1)、B(x2, y2)，中点为 M(x0, y0)。把两点坐标分别代入椭圆方

程，两式相减：

x2
1 − x2

2

a2
+

y21 − y22
b2

= 0

利用平方差公式与中点坐标关系，得弦所在直线的斜率（焦点在 x 轴）：

k =
y1 − y2
x1 − x2

= −b2x0

a2y0

双曲线（
x2

a2
− y2

b2
= 1）符号相反：k =

b2x0

a2y0
。

例题 6.13

（点差法求中点弦 + 存在性检验）

（1）已知椭圆 x2

4
+ y2 = 1，求以 M

(
1,

1

2

)
为中点的弦所在直线的方程；（2）以 N(2, 2)

为中点的弦存在吗？

解：（1）先检验 M 在椭圆内部：
12

4
+

(
1

2

)2

=
1

4
+

1

4
=

1

2
< 1 ✓（在内部，弦存在）。由点差

法：k = −b2x0

a2y0
= − 1× 1

4× 1

2

= −1

2
。直线：y − 1

2
= −1

2
(x − 1)，即 y = −x

2
+ 1，化为一般式

x+ 2y − 2 = 0。复核：代入椭圆
x2

4
+
(
−x

2
+ 1
)2

= 1 → x2

4
+

x2

4
− x+ 1 = 1 → x2

2
− x = 0

→ x = 0 或 x = 2。两点 (0, 1)、(2, 0)，中点
(
1,

1

2

)
✓。（2）N(2, 2)：

22

4
+ 22 = 1 + 4 = 5 >

1——在椭圆外部。以椭圆外一点为中点的弦不存在（弦的两端必须在椭圆内被“包住”）。若
强行用点差法会算出 k = −1× 2

4× 2
= −1

4
，代入检验却无交点——先判存在性，再用公式。■

Try It 6.12：已知双曲线 x2

4
− y2

9
= 1，求以 M(2, 1) 为中点的弦所在直线的斜率。（提示：

k =
b2x0

a2y0
=

9× 2

4× 1
=

9

2
）

6.4.3 面积问题与综合

情境引入：椭圆钢板被直线切下一个小三角——以原点 O、两个交点为顶点的 △OAB 面积

怎么算？除了“底（弦长）乘高（点到直线距离）除以 2”，还有一个坐标化的法宝：割补公
式。算一算，两种方法殊途同归。

坐标法求三角形面积

以原点 O、A(x1, y1)、B(x2, y2) 为顶点的三角形面积：

S =
1

2
|x1y2 − x2y1|

（一般的 △PAB 可先平移或直接用“底 × 高”，高取点到直线距离。）
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例题 6.14

（面积双法对照）

直线 y = x+ 1 与椭圆
x2

4
+ y2 = 1 交于 A、B，求 △OAB 的面积（O 为原点）。

解：由例题 6.12，A(0, 1)、B

(
−8

5
,−3

5

)
，|AB|= 8

√
2

5
。方法一（底 × 高）：O 到直线 y =

x + 1（即 x − y + 1 = 0）的距离 d =
|0− 0 + 1|√

1 + 1
=

1√
2
。S =

1

2
× 8
√
2

5
× 1√

2
=

4

5
。方法二

（割补公式）：S =
1

2
|x1y2 − x2y1|=

1

2

∣∣∣∣0× (−3

5

)
−
(
−8

5

)
× 1

∣∣∣∣ = 1

2
× 8

5
=

4

5
。两法一致 ✓。

当直线过原点、或三角形顶点之一是原点时，割补公式往往一步到位。■

Try It 6.13：直线 y = 2x− 1 与抛物线 y2 = 4x 交于 A、B，求 △OAB 的面积。（提示：由

Try It 6.11，4x2 − 8x+ 1 = 0，x1 + x2 = 2，x1x2 =
1

4
，y1y2 = (2x1 − 1)(2x2 − 1) = 4× 1

4
−

4+ 1 = −2，S =
1

2
|x1y2− x2y1|，直接展开得

√
(x1 + x2)

2 − 4x1x2

4
+

(x1y2 − x2y1)
2

4
⋯本题也

可用 S =
1

2
|AB|·d：|AB|=

√
15，d =

1√
5
，S =

√
3

2
）

Q&A

• 问：弦长公式里的
√
1 + k2 到底是干什么的？

答：它把“横坐标的差”换算成“斜线段长度”——直线越陡（|k| 越大），斜着量的长度比横
着量长得越多，修正系数

√
1 + k2 就越大。忘了乘它，弦长就偏短。

• 问：直线与抛物线联立，为什么消 x 更常见？

答：抛物线 y2 = 2px 是“y 的平方”，代入 y = kx+m 后得到关于 x 的二次方程，结构整齐；

有时消 y（x =
y2

2p
代入直线）也能得到 y 的二次方程，两者等价，选顺手的。

• 问：判断直线与椭圆位置关系，∆ 判据和“点与椭圆”有什么关系？

答：无直接关系。∆ 判断的是“直线与曲线”，点与椭圆的关系另算（代入
x2
0

a2
+

y20
b2
与 1 比

较）。别把两个判据混用。

想一想（对抗 M11）：同样横坐标差 |x1 − x2|= 2，在水平直线（k = 0）上弦长是 2；在斜率

k = 2 的直线上弦长是多少？（提示：
√
1 + 22 × 2 = 2

√
5——“斜着量比横着量长”）若直接

拿 2 当弦长，就漏了斜率修正。

本节练习（答案见章末）

• 直线 y = kx+ 1 与椭圆
x2

4
+ y2 = 1 恒有公共点，求 k 的取值范围。

• 直线 y = x+m 与双曲线
x2

4
− y2 = 1 相交，求 m 的取值范围。
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• 求直线 y = x+1与椭圆
x2

4
+ y2 = 1相交所得弦的中点坐标。（提示：5x2+8x = 0，x1+

x2 = −
8

5
，中点横坐标 −4

5
，纵坐标

1

5
）

• 已知椭圆 x2

4
+ y2 = 1，直线 y = 2x+m与椭圆相切，求 m。（提示：(1+16)x2+16mx+

4m2 − 4 = 0，∆ = 256m2 − 68(4m2 − 4) = 272− 16m2，m = ±
√
17）

本章回顾

概念地图

·三条曲线 = 同一把“焦点—距离”尺子的三种切法·椭圆：|PF1|+|PF2|= 2a（和）·
x2

a2
+

y2

b2
= 1 ·a2 = b2 + c2（a 最大）·0 < e < 1 ·通径

2b2

a
·双曲线：||PF1|−|PF2||= 2a

（差）·
x2

a2
− y2

b2
= 1·c2 = a2 + b2（c 最大）·渐近线 y = ± b

a
x（焦点 y 轴时 y = ±a

b
x）·e > 1

·抛物线：|PF |= d(P, l)（等）·y2 = 2px 焦点
(p
2
, 0
)
准线 x = −p

2
·通径 2p·e = 1·焦点

弦 y1y2 = −p2，|AB|= x1 + x2 + p ·焦点轴判定：椭圆看大分母·双曲线看正号项·抛物线

看一次项变量与符号·直线与圆锥曲线：代入消元 → Ax2 + Bx+ C = 0 → ∆ 定位置（A =

0 退化一次，双曲线渐近线方向非相切）·弦长：|AB|=
√
1 + k2

√
∆

|A|
·中点弦：点差法 k =

−b2x0

a2y0
（椭圆）、+

b2x0

a2y0
（双曲线）·面积：S =

1

2
× 弦长 × 点线距离；原点型 S =

1

2
|x1y2 −

x2y1|

关键公式速查

内容 要点

椭圆基本量 a2 = b2 + c2（a 最大）；焦点 (±c, 0)；e =
c

a
；通径

2b2

a
椭圆焦点轴 x2、y2 分母谁大，焦点跟谁走
双曲线基本量 c2 = a2 + b2（c 最大）；实轴 2a、虚轴 2b

双曲线渐近线 焦点在 x 轴：y = ± b

a
x；焦点在 y 轴：y = ±a

b
x（右边换 0 解 y 万能）

双曲线焦点轴 正号项对应实轴方向

抛物线 y2 = 2px：焦点
(p
2
, 0
)
、准线 x = −p

2
、通径 2p；p 先除以 2 再减半

离心率谱系 圆 e = 0 ·椭圆 0 < e < 1 ·抛物线 e = 1 ·双曲线 e > 1

位置关系 ∆ > 0 相交·∆ = 0 相切·∆ < 0 相离；A = 0 退化为一次（双曲线渐近线方向）

弦长 |AB|=
√
1 + k2 ·

√
∆

|A|
（别忘了

√
1 + k2）

中点弦 椭圆 k = − b2x0

a2y0
；双曲线 k =

b2x0

a2y0
；先验中点是否在曲线内部

面积
1

2
× 弦长 × 点线距离；S =

1

2
|x1y2 − x2y1|

分层练习

A 基础层

• 椭圆 x2

25
+

y2

9
= 1 的长轴长、短轴长、焦距、离心率、通径长各是多少？
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• 动点 P 到 F1(−3, 0)、F2(3, 0) 的距离之和为 10，求轨迹方程。

• 双曲线 x2

4
− y2

5
= 1 的实轴长、虚轴长、焦距、渐近线方程各是多少？

• 求抛物线 y2 = 12x 的焦点坐标、准线方程与通径长。

• 判断直线 y = x+ 3 与椭圆
x2

4
+ y2 = 1 的位置关系。

• 求直线 y = 2x+ 1 与抛物线 y2 = 4x 的交点个数。

• 求以椭圆 x2

9
+

y2

4
= 1 左焦点 F1 与顶点 (3, 0)、(0, 2) 为顶点的三角形周长。

B 应用层

• 已知椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 过点

(
3

2
,

√
3

2

)
，且离心率 e =

1

2
，求椭圆方程。

• 双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 的离心率 e = 2，求渐近线的斜率。

• 直线 y = kx+ 1 与双曲线
x2

4
− y2 = 1 相交于两点，求 k 的取值范围。（含参讨论，注意

渐近线方向）

• 过抛物线 y2 = 4x 的焦点作弦 AB，|AB|= 10，求弦 AB 所在直线的方程。

C 拓展层

• 椭圆 x2

4
+ y2 = 1，F 为右焦点，过 F 的动直线 l 交椭圆于 A、B 两点。证明

1

|FA|
+

1

|FB|
为定值。（提示：椭圆上点 P (x, y) 到右焦点的距离 |PF |= 2 −

√
3

2
x，即焦半径公

式）

• 椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 与直线 y = kx+m 相切，求证：m2 = a2k2 + b2。（提示：∆ = 0 的等

价形式）

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 6.1：y2 分母 25 大 → 焦点在 y 轴，a2 = 25，b2 = 9，c = 4，焦点 (0,±4)，e =
4

5
。

• 6.2：b = 4，c = 3，a =
√
16 + 9 = 5，焦点在 y 轴：

y2

25
+

x2

16
= 1。

• 6.3：2a = 14，a = 7；2c = 10，c = 5；b2 = 49− 25 = 24；焦点在 y 轴：
y2

49
+

x2

24
= 1。
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• 6.4：2a = 3× 2b → a = 3b，e =

√
1− b2

a2
=

√
1− 1

9
=

2
√
2

3
。

• 6.5：a = 3，c = 4，b2 = 16− 9 = 7，焦点在 y 轴：
y2

9
− x2

7
= 1。

• 6.6：焦点在 y 轴，渐近线 y = ±a

b
x = ±3

4
x；c = 5，e =

5

3
。

• 6.7：y2 = −8x：p = 4，焦点 (−2, 0)，准线 x = 2，开口向左；x2 = −4y：p = 2，焦点

(0,−1)，准线 y = 1，开口向下。

• 6.8：设 y2 = 2px：16 = 4p，p = 4，y2 = 8x；设 x2 = 2py：4 = 8p，p =
1

2
，x2 = y。两解。

• 6.9：p = 4，|AB|= x1 + x2 + p = 14，y1y2 = −p2 = −16。

• 6.10：代入得 3x2 + 8mx + 4m2 + 4 = 0，∆ = 64m2 − 12(4m2 + 4) = 16m2 − 48。相切：

∆ = 0 → m = ±
√
3。（注意 y = x+m 斜率 1 ̸= ±1

2
，不会退化）

• 6.11：代入 (2x − 1)2 = 4x → 4x2 − 8x + 1 = 0，∆ = 64 − 16 = 48。|AB|=
√
1 + 4 ×√

48

4
=
√
5× 4

√
3

4
=
√
15。

• 6.12：k =
b2x0

a2y0
=

9× 2

4× 1
=

9

2
。

• 6.13：x1 + x2 = 2，x1x2 =
1

4
。|AB|=

√
15，O 到直线 2x− y− 1 = 0 距离 d =

1√
5
，S =

1

2
×
√
15 × 1√

5
=

√
3

2
。割补复核：S =

1

2
|x1y2 − x2y1|=

1

2
|x1(2x2 − 1) − x2(2x1 − 1)|=

1

2
|x2 − x1|，而 |x2 − x1|=

√
∆

4
=

4
√
3

4
=
√
3，S =

√
3

2
✓。

各节练习答案

• 6.1 节：1. a = 6，b =
√
20 = 2

√
5，c =

√
36− 20 = 4。长轴 12，焦距 8，e =

2

3
。2. 原椭

圆焦点 (±
√
5, 0)（a2 = 9，b2 = 4，c =

√
5）。设新椭圆

x2

a′2
+

y2

b′2
= 1，c′ =

√
5，过 (

√
5, 2)：

5

a′2
+

4

b′2
= 1，且 a′2 − b′2 = 5。解：

5

b′2 + 5
+

4

b′2
= 1 → 5b′2 + 4b′2 + 20 = b′4 + 5b′2 →

b′4 − 4b′2 − 20 = 0 → b′2 = 2±
√
24，取正 b′2 = 2 + 2

√
6⋯数值不整，改配简洁答案：换

一题设——过 (0, 3) 的相同焦点椭圆更干净：c =
√
5，若过 (0, 3) 则 b′ = 3，a′2 = 9 +

5 = 14，
x2

14
+

y2

9
= 1。本题取过点 (

√
5, 2) 仍成立：b′2 = 2+ 2

√
6 代入检验：

5

7 + 2
√
6
+

4

2 + 2
√
6
=

5(7− 2
√
6)

25
+

2

1 +
√
6
=

7− 2
√
6

5
+

2(
√
6− 1)

5
=

7− 2
√
6 + 2

√
6− 2

5
= 1 ✓。

方程
x2

7 + 2
√
6
+

y2

2 + 2
√
6
= 1。3. 焦点在 x 轴（m > 4）：e2 =

m− 4

m
=

3

4
→ 4m− 16 =

3m，m = 16；焦点在 y 轴（0 < m < 4）：e2 =
4−m

4
=

3

4
→ 4 −m = 3，m = 1。故

m = 16 或 m = 1。4. y2 分母大 → 焦点在 y 轴，c =
√
25− 9 = 4，焦点 (0,±4)。

第 113页



• 6.2 节：1. a = 3，b = 4，c =
√
9 + 16 = 5。实轴 6，虚轴 8，焦距 10，渐近线 y = ±4

3
x。

2. 原双曲线 c =
√
4 + 5 = 3。新双曲线实轴长 4 → a = 2，c = 3，b2 = 9 − 4 = 5，焦

点在 x 轴：
x2

4
− y2

5
= 1。3. 渐近线 y =

√
3x =

b

a
x → b

a
=
√
3，e =

c

a
=

√
a2 + b2

a
=

√
1 + 3 = 2。4. 焦点在 y 轴，c =

√
9 + 16 = 5，焦点 (0,±5)；渐近线 y = ±a

b
x = ±3

4
x。

• 6.3 节：1. p = 4，焦点 (2, 0)，准线 x = −2，通径 8。2. 16 = 2p × 4，p = 2，焦点(
0,

p

2

)
= (0, 1)。3. |AB|= x1 + x2 + p = 5 + 2 = 7，y1y2 = −p2 = −4。4. 焦点 F (0, 3)，

准线 y = −3，p = 6，开口向上：x2 = 2py = 12y。

• 6.4 节：1. y = kx+ 1 恒过点 (0, 1)。
02

4
+ 12 = 1——点 (0, 1) 在椭圆上，故过椭圆上点

的直线要么相切要么相交，对一切 k 恒有公共点，k ∈ R。（复核：代入得 (1 + 4k2)x2 +

8kx = 0，∆ = 64k2 ≥ 0 ✓）2. x2

4
− (x +m)2 = 1 → 3x2 + 8mx + 4m2 + 4 = 0，∆ =

16(m2 − 3)。相交：m2 > 3，|m|>
√
3。（注意 y = x+m 斜率 1 ̸= ±1

2
，无退化情形）3.

5x2 +8x = 0，x1 + x2 = −
8

5
，中点横坐标 −4

5
；y = x+1 上对应 y =

1

5
。中点

(
−4

5
,
1

5

)
。

4. 代入 (1 + 16)x2 + 16mx + 4m2 − 4 = 0，∆ = 256m2 − 4 × 17(4m2 − 4) = 256m2 −
272m2 + 272 = 272− 16m2。相切：∆ = 0 → m2 = 17，m = ±

√
17。

A1：a = 5，b = 3，c = 4。长轴 10，短轴 6，焦距 8，e =
4

5
，通径

2b2

a
=

18

5
。

A2：2a = 10，a = 5；c = 3；b2 = 25− 9 = 16；
x2

25
+

y2

16
= 1。

A3：a = 2，b =
√
5，c =

√
4 + 5 = 3。实轴 4，虚轴 2

√
5，焦距 6，渐近线 y = ±

√
5

2
x。

A4：p = 6，焦点 (3, 0)，准线 x = −3，通径 12。

A5：x2

4
+ (x+ 3)2 = 1 → 5x2 + 24x+ 32 = 0，∆ = 576− 640 = −64 < 0 → 相离。

A6：(2x+ 1)2 = 4x → 4x2 + 1 = 0，无实根 → 0 个交点。

A7：椭圆 x2

9
+

y2

4
= 1：a = 3，b = 2，c =

√
5，左焦点 F1(−

√
5, 0)，右焦点 F2(

√
5, 0)。记

B(3, 0)（右顶点）、C(0, 2)。|BF1|+|BF2|= 2a = 6（B 在椭圆上）；|CF1|+|CF2|= 2a = 6（C

在椭圆上）。三角形周长 = (|BF1|+|BF2|) + (|CF1|+|CF2|) = 6 + 6 = 12。（用定义而不逐点

算距离，是本题的考察点）

B8：e =
1

2
→ c2 =

1

4
a2，b2 = a2 − c2 =

3

4
a2。代入点

(
3

2
,

√
3

2

)
：

9/4

a2
+

3/4

b2
= 1 → 9

4a2
+

3/4

(3/4)a2
= 1 → 9

4a2
+

1

a2
= 1 → 13

4a2
= 1 → a2 =

13

4
，b2 =

39

16
。方程

x2

13/4
+

y2

39/16
= 1，即

4x2

13
+

16y2

39
= 1。复核：

9/4

13/4
+

3/4

39/16
=

9

13
+

4

13
= 1 ✓；e2 =

c2

a2
=

13/16

13/4
=

1

4
✓。

B9：e =
c

a
= 2 → c2 = 4a2，b2 = c2 − a2 = 3a2，

b

a
=
√
3。渐近线斜率 ±

√
3。

B10：代入：x2

4
− (kx + 1)2 = 1 →

(
1

4
− k2

)
x2 − 2kx − 2 = 0，乘 4：(1 − 4k2)x2 − 8kx −
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8 = 0。判别式 ∆ = 64k2 − 4(1 − 4k2)(−8) = 64k2 + 32 − 128k2 = 32 − 64k2 = 32(1 − 2k2)。

注意渐近线斜率为 ±1

2
，须分两层讨论：(1) A = 0，即 k = ±1

2
（平行渐近线）：方程退化为

一元一次，各只有 1 个交点——不算“相交于两点”，要排除；(2) A ̸= 0 且 ∆ > 0：32(1 −

2k2) > 0 → k2 <
1

2
→ |k|<

√
2

2
。综合：|k|<

√
2

2
且 k ̸= ±1

2
。复核边界：k = 0 时 ∆ = 32 >

0，直线 y = 1 与双曲线交于 (±2
√
2, 1) 两点 ✓；k = 1 时 ∆ = −32 < 0，无交点 ✓。

B11：p = 2，焦点 (1, 0)。设 l : y = k(x − 1)。代入 y2 = 4x：k2x2 − (2k2 + 4)x + k2 = 0。

|AB|= x1 + x2 + p =
2k2 + 4

k2
+ 2 = 4 +

4

k2
。令 = 10：

4

k2
= 6，k2 =

2

3
，k = ±

√
6

3
。直线 y =

±
√
6

3
(x− 1)。（k = 0 时退化为对称轴，只有 1 个公共点，舍去）

C12：设 l : y = k(x−
√
3)（k ̸= 0；k = 0 即 x 轴情形直接验证：A(−2, 0)、B(2, 0)，|FA|=

2−
√
3，|FB|= 2 +

√
3，

1

2−
√
3
+

1

2 +
√
3
= 4，成立）。代入椭圆：(1 + 4k2)x2 − 8

√
3k2x+

12k2 − 4 = 0，x1 + x2 =
8
√
3k2

1 + 4k2
，x1x2 =

12k2 − 4

1 + 4k2
。由焦半径公式 |FA|= 2−

√
3

2
x1，|FB|=

2−
√
3

2
x2（A、B 在焦点两侧，公式均成立）。 1

|FA|
+

1

|FB|
=

4−
√
3

2
(x1 + x2)

4−
√
3(x1 + x2) +

3

4
x1x2

分子

= 4 −
√
3

2
× 8
√
3k2

1 + 4k2
= 4 − 12k2

1 + 4k2
=

4 + 4k2

1 + 4k2
；分母 = 4 −

√
3 × 8

√
3k2

1 + 4k2
+

3

4
× 12k2 − 4

1 + 4k2
=

4− 24k2

1 + 4k2
+

9k2 − 3

1 + 4k2
=

4 + 16k2 − 24k2 + 9k2 − 3

1 + 4k2
=

1 + k2

1 + 4k2
。比值 =

4(1 + k2)

1 + k2
= 4，为定

值。■

C13：代入 x2

a2
+

(kx+m)2

b2
= 1 → (b2 + a2k2)x2 + 2a2kmx+ a2m2 − a2b2 = 0。相切 ⇒ ∆ =

0：(2a2km)2 − 4(b2 + a2k2)(a2m2 − a2b2) = 0 → 除以 4a2：a2k2m2 − (b2 + a2k2)(m2 − b2) = 0

→ a2k2m2− b2m2− a2k2m2 + b2(b2 + a2k2) = 0 → −b2m2 + b4 + a2b2k2 = 0 → m2 = b2 + a2k2。

得证 ■。
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第七章 卷末综合检测

一、选择题（本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分。在每小题给出的四个选项中，只有一
项是符合题目要求的）

Z1（基础）已知 |⃗a|= 2，|⃗b|= 3，a⃗ · b⃗ = −3，则向量 a⃗ 与 b⃗ 的夹角为（　）

A. 30◦

B. 60◦

C. 120◦

D. 150◦

答案

C

解析

由数量积公式 a⃗ · b⃗ = |⃗a| |⃗b|cos θ，得

cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

=
−3
2× 3

= −1

2
.

又 θ ∈ [0, π]，故 θ = 120◦，选 C。

Z2（基础）复数 z =
2 + i

1− i
的共轭复数 z̄ 为（　）

A. 1

2
+

3

2
i

B. 1

2
− 3

2
i

C. −1

2
+

3

2
i

D. 3

2
+

1

2
i

答案

B
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解析

分子分母同乘 1 + i：

z =
(2 + i)(1 + i)

(1− i)(1 + i)
=

2 + 2i+ i+ i2

2
=

1 + 3i

2
=

1

2
+

3

2
i.

故 z̄ =
1

2
− 3

2
i，选 B。

Z3（基础）一个几何体的三视图如图所示，其中俯视图是边长为 2 的正方形，主视图与左视
图是全等的等腰三角形，对应的高为

√
3，则该几何体的体积为（　）

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 7.1: 配图

A. 4
√
3

3

B. 8
√
3

3

C. 4
√
3

D. 8
√
3

答案

A

解析

由三视图还原，该几何体是底面为边长 2 的正方形、高为
√
3 的正四棱锥。由锥体体积

公式

V =
1

3
Sh =

1

3
× 22 ×

√
3 =

4
√
3

3
,

选 A。

Z4（基础）在 △ABC 中，内角 A、B、C 所对的边分别为 a、b、c，若 b2 + c2− a2 = bc，则

角 A 的大小为（　）

A. 30◦

B. 60◦
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C. 120◦

D. 150◦

答案

B

解析

由余弦定理 cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
，代入 b2 + c2 − a2 = bc，得

cosA =
bc

2bc
=

1

2
.

因为 A ∈ (0, π)，故 A = 60◦，选 B。

Z5（中档）在空间直角坐标系 Oxyz 中，已知平面 α 的一个法向量为 n⃗ = (0, 1, 1)，直线 l 的

一个方向向量为 s⃗ = (1, 0, 1)，则直线 l 与平面 α 所成角的正弦值为（　）

A. 1

2

B.
√
2

2

C.
√
3

2
D. 1

答案

A

解析

设直线 l 与平面 α 所成角为 θ，则

sin θ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗|

=
|1× 0 + 0× 1 + 1× 1|√

12 + 02 + 12 ×
√
02 + 12 + 12

=
1√

2×
√
2
=

1

2
,

选 A。

Z6（中档）已知双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1（a > 0，b > 0）的一条渐近线方程为 y =

√
3 x，则该双

曲线的离心率为（　）

A.
√
2

B. 2
√
3

3
C. 2

D.
√
5
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答案

C

解析

双曲线
x2

a2
− y2

b2
= 1 的渐近线为 y = ± b

a
x。由题意

b

a
=
√
3，故

e =
c

a
=

√
a2 + b2

a2
=

√
1 +

(
b

a

)2

=
√
1 + 3 = 2,

选 C。

二、填空题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分）

Z7（基础）在 △ABC 中，A = 30◦，B = 45◦，边 a = 2，则边 b = 。

答案

2
√
2

解析

由正弦定理
a

sinA
=

b

sinB
，得

b =
a sinB

sinA
=

2×
√
2

2
1

2

= 2
√
2.

Z8（中档）设复数 z 满足 |z − 1 + i|= 2，则 z 在复平面内对应的点到原点的距离的最大值

为 。

答案
√
2 + 2

解析

由 |z − (1− i)|= 2 知，z 对应的点在以点 (1,−1) 为圆心、半径为 2 的圆上。原点到圆
心的距离为

√
12 + (−1)2 =

√
2，故所求最大距离为

√
2 + 2.

Z9（中档）已知直线 l：y = x+m 与圆 x2 + y2 = 4 相交于 A、B 两点，若弦长 |AB|= 2
√
2，

则 m = 。
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答案

±2

解析

直线 l 化为一般式 x− y +m = 0。设圆心 O 到直线 l 的距离为 d，则 d =
|m|√
2
。由垂径

定理，弦长

|AB|= 2
√
r2 − d2 = 2

√
4− m2

2
= 2
√
2.

两边平方得 4− m2

2
= 2，解得 m2 = 4，故 m = ±2。

Z10（中档）已知抛物线 C：y2 = 2px（p > 0）的焦点为 F，点 P (3, 6) 在抛物线 C 上，则

|PF |= 。

答案

6

解析

将 P (3, 6)代入 y2 = 2px，得 36 = 6p，故 p = 6，抛物线为 y2 = 12x，其准线为 x = −3。
由抛物线定义，|PF | 等于点 P 到准线的距离，即

|PF |= 3− (−3) = 6.

三、解答题（本大题共 4 小题，共 50 分）

Z11（基础，10分）在 △ABC 中，内角 A、B、C 所对的边分别为 a、b、c，已知 a = 7，b =

8，c = 5。

（1）求 cosB；（2）求 △ABC 的面积 S。

答案

（1）cosB =
1

7
；（2）S = 10

√
3。

解析

（1）由余弦定理，

cosB =
a2 + c2 − b2

2ac
=

72 + 52 − 82

2× 7× 5
=

10

70
=

1

7
.
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（2）因为 B 是三角形内角，sinB =
√
1− cos2 B =

√
1− 1

49
=

4
√
3

7
。故

S =
1

2
ac sinB =

1

2
× 7× 5× 4

√
3

7
= 10

√
3.

Z12（中档，12 分）

E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 7.2: 配图

如图，在三棱柱 ABC −A1B1C1 中，AA1 ⊥ 平面 ABC，̸ ABC = 90◦，AB = BC = 2，

AA1 = 2
√
2。

（1）求证：BC ⊥ 平面 ABB1A1；（2）求三棱柱 ABC − A1B1C1 的侧面积。

答案

（1）证明见解析；（2）侧面积为 8 + 8
√
2。

解析

（1）因为 ̸ ABC = 90◦，所以 BC ⊥ AB。又 AA1 ⊥ 平面 ABC，而 BC ⊂ 平面 ABC，

所以 AA1 ⊥ BC。在平面 ABB1A1 内，AB 与 AA1 相交于 A，故由线面垂直的判定定

理，BC ⊥ 平面 ABB1A1。

（2）底面为直角三角形，斜边 AC =
√
AB2 +BC2 =

√
22 + 22 = 2

√
2。三棱柱的侧面是

三个矩形，侧面积为底面周长与侧棱长的乘积：

S侧 = (AB +BC + AC)× AA1 = (2 + 2 + 2
√
2)× 2

√
2 = 8 + 8

√
2.

Z13（压轴，14 分）
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E

A B

CD

A1 B1

C1D1

图 7.3: 配图

如图，在棱长为 2 的正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，E 为棱 CC1 的中点。以 A 为原点

建立空间直角坐标系（AB 沿 x 轴，AD 沿 y 轴，AA1 沿 z 轴）。

（1）求异面直线 A1B 与 DE 所成角的余弦值；（2）求点 A1 到平面 BDE 的距离。

答案

（1）
√
10

10
；（2）

√
6。

解析

建立如图所示坐标系，各点坐标为 A(0, 0, 0)，B(2, 0, 0)，C(2, 2, 0)，D(0, 2, 0)，A1(0, 0, 2)，

B1(2, 0, 2)，C1(2, 2, 2)，D1(0, 2, 2)，E(2, 2, 1)。

（1）−−→A1B = (2, 0,−2)，
−−→
DE = (2, 0, 1)。设异面直线 A1B 与 DE 所成角为 θ，则

cos θ =
|
−−→
A1B ·

−−→
DE|

|
−−→
A1B| |

−−→
DE|

=
|2× 2 + 0 + (−2)× 1|√

22 + 02 + (−2)2 ×
√
22 + 02 + 12

=
2

2
√
2×
√
5
=

√
10

10
.

（2）由 −−→BD = (−2, 2, 0)，
−→
BE = (0, 2, 1)，求得平面 BDE 的一个法向量

n⃗ =
−−→
BD ×

−→
BE = (2, 2,−4),

取 n⃗ = (1, 1,−2)。于是平面 BDE 的方程为 x+ y− 2z− 2 = 0。故点 A1(0, 0, 2)到平面 BDE

的距离

d =
|0 + 0− 2× 2− 2|√

12 + 12 + (−2)2
=

6√
6
=
√
6.

Z14（压轴，14 分）已知椭圆 C：
x2

4
+ y2 = 1，其左右焦点分别为 F1、F2。

（1）求椭圆 C 的焦距与离心率；（2）过右焦点 F2 且倾斜角为 45◦ 的直线 l 与椭圆交于

A、B 两点，求弦长 |AB|；（3）在（2）的条件下，求 △AOB 的面积（O 为坐标原点）。
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答案

（1）焦距为 2
√
3，离心率为

√
3

2
；（2）|AB|= 8

5
；（3）S△AOB =

2
√
6

5
。

解析

（1）由椭圆方程得 a2 = 4，b2 = 1，故 a = 2，b = 1，c =
√
a2 − b2 =

√
3。所以焦距 2c =

2
√
3，离心率

e =
c

a
=

√
3

2
.

（2）右焦点 F2(
√
3, 0)，直线 l 的斜率为 tan 45◦ = 1，方程为 y = x−

√
3。联立


x2

4
+ y2 = 1,

y = x−
√
3,

消去 y 得 5x2 − 8
√
3 x + 8 = 0，判别式 ∆ = (8

√
3)2 − 4 × 5 × 8 = 32 > 0。设 A(x1, y1)，

B(x2, y2)，由韦达定理

x1 + x2 =
8
√
3

5
, x1x2 =

8

5
.

于是弦长

|AB|=
√
1 + k2 |x1 − x2|=

√
2×
√
32

5
=
√
2× 4

√
2

5
=

8

5
.

（3）原点 O 到直线 l：x− y −
√
3 = 0 的距离

d =
|
√
3|√

12 + (−1)2
=

√
6

2
.

故

S△AOB =
1

2
|AB| d =

1

2
× 8

5
×
√
6

2
=

2
√
6

5
.

考点覆盖表
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题号 覆盖章节 核心考点 难度

Z1 第 1 章 向量数量积与夹角 基础
Z2 第 2 章 复数四则运算与共轭复数 基础
Z3 第 3 章 三视图还原与锥体体积 基础
Z4 第 1 章 余弦定理求角 基础
Z5 第 4 章 空间向量求线面角 中档
Z6 第 6 章 双曲线渐近线与离心率 中档
Z7 第 1 章 正弦定理求边 基础
Z8 第 2 章 复数模的几何意义 中档
Z9 第 5 章 直线与圆的弦长 中档
Z10 第 6 章 抛物线定义与焦半径 中档
Z11 第 1 章 解三角形综合（余弦定理与面积） 基础
Z12 第 3 章 线面垂直判定与棱柱侧面积 中档
Z13 第 4 章 空间向量建系求异面直线角、点面距 压轴
Z14 第 6 章 椭圆与直线联立求弦长、面积 压轴
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