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第一章 怎么把话说精确：集合与常用逻辑
用语

章首情境

1.1 集合的概念：把东西归堆的精确规则

图书角 60本书要上架，同桌让你“把文学类的放一起”。你扫一眼：什么才算“文学类”？
标准一含糊，书架就乱；标准一精确，每本书该去哪堆，一问便知。这一节，我们就给“归

堆”立规矩。

1.1.1 集合与元素

学习目标

• 理解集合与元素的概念，掌握集合元素的三个特性；

• 会用符号 ∈、/∈ 表示元素与集合的关系；

• 记住常见数集的记号：N、N∗、Z、Q、R。

前置复习（Be Prepared）

• 方程 x2 − 4 = 0 的解有哪些？把它写成“花括号”的记法试试。

•“个子高的同学”和“身高超过 1.7 米的同学”，哪个能明确判断一位同学是否属于它？

情境引入：同桌又问：“图书角’ 能外借的书’ 有哪些？”你手一指：能借的一堆、已借出的一
堆，分得干脆利落。可话题换成“好看的书”，你当场卡壳——标准一模糊，手就抬不起来。
分出的每一堆，在数学上都叫集合；而“能借/不能借”这种一问便知的标准，正是集合要守
的第一条规矩。

集合的概念

一般地，我们把研究对象统称为元素，把一些元素组成的总体叫做集合。集合通常用大
写拉丁字母表示（如 A、B），元素用小写拉丁字母表示（如 a、b）。如果 a 是集合 A 的元素，

就说 a 属于 A，记作 a ∈ A；否则说 a 不属于 A，记作 a /∈ A。
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常用数集

记号 名称 含义

N 自然数集 全体自然数（含 0）
N∗（或 N+） 正整数集 1, 2, 3, . . .

Z 整数集 全体整数
Q 有理数集 全体有理数
R 实数集 全体实数

How To：判断一组对象能否组成集合

• 找一个“检验标准”：给定一个对象，能否明确回答它属不属于这组对象；

• 能明确回答 → 可以组成集合（标准不唯一也没关系）；

• 不能明确回答（标准模糊，如“较高”“接近”）→ 不能组成集合。

例题 1.1

（判断是否构成集合）

判断下列对象能否组成集合；若能，指出它的元素。

（1）方程 x2 − 2x− 3 = 0 的实数解；（2）本班“成绩优秀”的同学；（3）所有大于 1 且
小于 4 的整数。

解：（1）能。解方程 (x− 3)(x+1) = 0，得 x = 3或 x = −1，元素是 −1和 3。（2）不能。“优
秀”标准不明确——考 85分算不算优秀？无法对每位同学给出确定的回答，违背确定性。（3）
能。元素是 2 和 3，即集合 {2, 3}。

Try It 1.1：判断下列对象能否组成集合：(1) 方程 x2 = 9 的实数解；(2) 接近 0 的数；(3)
大于 3 且小于 10 的全体奇数。

Q&A

• 问：{1, 2, 3} 和 {3, 2, 1} 是同一个集合吗？{1, 1, 2} 合法吗？

答：都是同一个集合。元素无序，{1, 2, 3} = {3, 2, 1}；按互异性，重复元素只算一个，{1, 1, 2} =

{1, 2}。

数学视野：集合论是数学中最年轻的基础分支之一。19 世纪末，康托尔在研究“无穷多到什
么程度”时创立了朴素集合论，把一切数学对象最终归结为“哪些元素属于哪个集合”。此后

“属于”成了数学唯一不定义的基本关系。

想一想：全体实数能组成集合吗？如果元素是“所有比 1 大的数”，这个集合有多少个元素？

1.1.2 集合的表示法

学习目标
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• 掌握列举法，会把元素有限的集合一一列出；

• 掌握描述法，会用 {x | p(x)} 表示集合；

• 会根据集合特征选用合适的表示法。

前置复习：用“花括号”写出：方程 x+ 3 = 7 的解；小于 5 的正整数。

列举法：把集合的元素一一列举出来，用逗号隔开，用花括号括起来，如 {1, 2, 3, 4}、{a, b, c}。
元素较多但有规律时，可写前几个再用省略号，如 {1, 2, 3, . . . , 100}。

描述法：用集合中元素的共同特征表示集合，一般形式为

{x | x 具有的性质 p(x)}

其中竖线“|”读作“使得”。例如 {x | x 是偶数} 表示所有偶数组成的集合。

How To：选用合适的表示法

• 元素有限且不多 → 用列举法（直接写出）；

• 元素无限或很多、但有共同特征 → 用描述法（写出特征）；

• 需要精确检验时，可两种方法并用。

例题 1.2

（集合的表示）

（1）用列举法表示集合 A = {x | x 是小于 8 的正整数}；（2）用列举法表示集合 B = {x |
x2 − 5x+ 6 = 0}；（3）用描述法表示集合 {2, 4, 6, 8, 10}。

解：（1）小于 8的正整数是 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7，故 A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}。（2）解方程：(x−2)(x−
3) = 0，x = 2 或 x = 3，故 B = {2, 3}。（3）元素都是不超过 10 的正偶数，可写成

{x | x = 2k, k ∈ N∗, k ≤ 5}

Try It 1.2：(1) 用列举法表示 {x ∈ N | x2 < 10}；(2) 用描述法表示集合 {3, 5, 7, 9, 11}。

想一想（真实情境）：地铁出口指示牌、医院分诊台、图书馆分类号——把乘客、病人、图书
分门别类，本质都是把对象归入特定集合。试着用描述法写出你书包里“所有红笔”组成的

集合。

练一练：用列举法表示 {x | x ∈ Z, −3 < x < 3}。

本节练习（答案见章末）

• 判断下列对象能否组成集合；若能，用列举法写出它的元素：(1) 小于 6 的正偶数；(2)
“长得像爸爸”的人；(3) 方程 x2 + 2x− 3 = 0 的实数解。
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• 用列举法表示集合 B = {x | x2 − x− 6 = 0}；用描述法表示集合 {1, 4, 9, 16}。

• 用 ∈或 /∈填空：3 N，−2 N，0 N∗，
1

2
Z，

√
2 Q，π R。

• 班级合唱团报名名单上写着“李明、王芳、李明、张伟”。按集合的规则整理这份名单，
这个集合有几个元素？请写出来。

1.2 集合间的基本关系：谁的圈装得下谁

选科报名，老师把“选物理”的名单和“选理科”的名单贴在一起，你一眼看出：前者整

张都被后者盖住。可“一部分”到底怎么算数？盖住了就算，还是非得少点什么才算？这一
节，把“包含”两个字掰开揉碎。

1.2.1 子集与真子集

学习目标

• 理解子集、真子集的概念，会用 ⊆、⫋ 表示；

• 会用 Venn 图表示集合间的包含关系；

• 会判断两个集合之间是否有包含关系。

前置复习：{1, 2} 与 {1, 2, 3} 的元素有什么关系？用“属于”符号说一说。

情境引入：选科报名，两张名单摊在桌上：“选物理”的一张、“选理科”的一张。你试着把
第一张盖在第二张上——严丝合缝，没漏出一点。这个“整张都被盖住”，在集合里叫子集。

子集的概念

一般地，对于两个集合 A、B，如果集合 A 中任意一个元素都是集合 B 中的元素，就称

集合 A 为集合 B 的子集，记作

A ⊆ B （读作“A 包含于 B”）

如果 A ⊆ B，但存在 x ∈ B 且 x /∈ A，就称 A 是 B 的真子集，记作 A ⫋ B。

Venn 图：用平面上的封闭曲线（圆、椭圆等）内部表示集合，这种图叫 Venn 图。A ⊆ B

时，圆 A 整个落在圆 B 内部。

How To：判断 A 是否为 B 的子集

• 从 A 中任意取出一个元素（或逐一检查有限个元素）；

• 检验它是否都属于 B；

• 全都属于 → A ⊆ B；只要有一个不属于 → A ⊈ B。
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例题 1.3

（判断子集关系）

已知 A = {1, 2}，B = {1, 2, 3}，C = {x | x 是小于 4 的正整数}。

（1）判断 A ⊆ B 是否成立；（2）判断 A ⊆ C、B ⊆ C、C ⊆ B 是否成立。

解：（1）A 的元素 1, 2 都在 B 中，故 A ⊆ B 成立。（2）C = {1, 2, 3}。A 的元素都在 C 中

→ A ⊆ C 成立；B 的元素都在 C 中 → B ⊆ C 成立；C 的元素 3 不在 B 中 → C ⊈ B 不成

立。此时 B = C，而 A ⫋ B。

Try It 1.3：已知 A = {0, 1}，B = {x | x2 = x}。求集合 B，并判断 A、B 之间的包含关系。

1.2.2 空集与集合相等

学习目标

• 理解空集的概念，掌握空集的特殊规定；

• 理解集合相等的定义，会用“互相包含”判断相等；

• 会计算含 n 个元素的集合的子集个数。

前置复习：方程 x2 + 1 = 0 有实数解吗？解集里“一个元素也没有”，它还是集合吗？

空集：不含任何元素的集合叫做空集，记作 ∅。规定：空集是任何集合的子集，即 ∅ ⊆ A。

集合的相等：如果 A ⊆ B 且 B ⊆ A，就说集合 A 与 B 相等，记作 A = B。

子集个数规律：含 n个元素的集合有 2n 个子集，有 2n− 1个真子集。以 A = {a, b}为例：子
集为 ∅、{a}、{b}、{a, b}，共 22 = 4 个，其中真子集 3 个。

How To：由包含关系求参数

• 先解出能用列举法写出的集合（如方程解集）；

• 把“子集”转化为“元素必在”的条件，写成等式或不等式；

• 不要漏掉空集：当待求参数使集合为空集时，也满足“是子集”。

例题 1.4

（由包含关系求参数）

已知 A = {x | x2 − 3x+ 2 = 0}，B = {x | ax− 1 = 0}，且 B ⊆ A，求 a 的值。

解：先解 A：(x− 1)(x− 2) = 0，得 x = 1 或 x = 2，故 A = {1, 2}。再讨论 B：(1) 若 a =

0，方程 0 · x− 1 = 0 无解，B = ∅，空集是任何集合的子集，满足条件；(2) 若 a 6= 0，B ={
1

a

}
，由 B ⊆ A 知

1

a
= 1 或

1

a
= 2，即 a = 1 或 a =

1

2
。
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综上，a = 0 或 a = 1 或 a =
1

2
。

Try It 1.4：已知 A = {x | x2 − 1 = 0}，B = {x | ax = 1}，且 B ⊆ A，求 a 的值。

学习提示：“子集个数是 2n”怎么记？把 n 个元素想象成 n 个开关，每个开关都有“选、不

选”两种状态，所以共有 2n 种取法——空集就是全部“不选”，全集就是全部“选”。

想一想：∅ 与 {∅} 相等吗？{∅} 中有几个元素？

本节练习（答案见章末）

• 已知 A = {2, 4, 6}，B = {x | x 是小于 7 的正偶数}。判断 A 与 B 的关系。

−含4个元素的集合共有 个子集，其中真子集 有 个。

• 已知 A = {2, 4}，B = {x | x < a}，且 A ⊆ B，求 a 的取值范围。

• 某班“数学小组”有 5 人，“理科小组”有 8 人，已知数学小组的每名成员都在理科小组
中。（1）用符号表示这两个小组对应集合的关系；（2）数学小组是理科小组的真子集吗？
为什么？

• 已知集合 A 共有 16 个子集。（1）A 中有几个元素？（2）A 有多少个真子集？多少个非

空真子集？（提示：别把“真子集”“非空真子集”当成同一个数）

1.3 集合的基本运算：把两堆合起来、挖出共同的、算掉剩下的

两个兴趣小组的报名单摆在桌上，老师连问三句：既报数学又报编程的有谁？至少报一

项的有谁？报了数学却没报编程的呢？你来回勾画三张名单——这正是集合的三种运算。

1.3.1 交集与并集

学习目标

• 理解交集、并集的概念，会求两个集合的交集与并集；

• 掌握交集、并集的简单性质；

• 会用 Venn 图表示交、并运算。

前置复习：A = {1, 2, 3}，B = {2, 3, 4}。哪些数既在 A 中又在 B 中？哪些数至少属于其中一

个？

情境引入：数学兴趣小组和编程小组同时招人，你手里两份名单 A、B。老师要“两样都报的

人”——你找两份名单重叠的部分；要“至少报一项的人”——你把两份名单并起来，重复的

名字只留一次。前者叫交集，后者叫并集。

交集与并集
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由既属于集合 A 又属于集合 B 的所有元素组成的集合，叫做 A 与 B 的交集，记作 A∩
B：

A ∩B = {x | x ∈ A 且 x ∈ B}

由属于集合 A或属于集合 B 的所有元素组成的集合，叫做 A与 B 的并集，记作 A∪B：

A ∪B = {x | x ∈ A 或 x ∈ B}

基本性质：A ∩ A = A，A ∩∅ = ∅；A ∪ A = A，A ∪∅ = A；且 A ∩ B ⊆ A ⊆ A ∪B。

How To：求两个集合的交集与并集

• 明确两个集合的元素（列举或画数轴）；

• 交集：找“同时属于两个集合”的元素；

• 并集：把所有元素合并，重复的只留一个；

• 用 Venn 图或数轴检验一遍。

例题 1.5

（求交集与并集）

已知 A = {x | −1 ≤ x < 3}，B = {x | 1 < x ≤ 5}，求 A ∩ B 与 A ∪B。

解：画数轴：A 是 [−1, 3)，B 是 (1, 5]。交集取“两段都覆盖”的部分：A∩B = {x | 1 < x <

3}；并集取“两段合起来”的部分：A ∪ B = {x | −1 ≤ x ≤ 5}。

Try It 1.5：已知 A = {1, 2, 3, 4, 5}，B = {2, 4, 6}，求 A ∩B 与 A ∪B。

探究活动：给每位同学发一张卡片，一面写“喜欢篮球/不喜欢”，另一面写“喜欢羽毛球/不
喜欢”。把全班分成四堆：两个都喜欢、只喜欢篮球、只喜欢羽毛球、两个都不喜欢。哪一堆

对应 A ∩ B？哪一堆对应“只喜欢篮球”？四堆人数加起来与全班人数有何关系？（提示：这

正是容斥原理的雏形）

练一练：已知 A = {1, 3, 5}，B = {2, 4, 6}，求 A ∩B、A ∪B。

1.3.2 补集与全集

学习目标

• 理解全集与补集的概念，会求给定集合的补集；

• 掌握补集的运算性质；

• 会用 Venn 图表示补集。
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前置复习：A = {1, 2, 3, 4, 5}，B = {1, 3, 5}。A 中有哪些元素不在 B 中？

全集与补集

如果一个集合含有我们所研究问题中涉及的所有元素，那么就称这个集合为全集，通常
记作 U。对于一个集合 A，由全集 U 中不属于 A 的所有元素组成的集合，称为集合 A 相对

于全集 U 的补集，记作 ∁UA：

∁UA = {x | x ∈ U 且 x /∈ A}

补集性质：A ∪ (∁UA) = U，A ∩ (∁UA) = ∅，∁U(∁UA) = A。

How To：求一个集合的补集

• 先明确全集 U（题目说“相对于全集 U”，U 不能随便选）；

• 把 U 中的元素逐一检查：不在 A 中的，都写进补集；

• 用 A ∪ (∁UA) = U 检验：两边拼起来正好是全集。

例题 1.6

（求补集）

设全集 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}，A = {1, 3, 5, 7}，B = {3, 6}。求 ∁UA、∁UB 以及 ∁U(A∪
B)。

解：∁UA = {2, 4, 6, 8}（U 中不在 A 里的元素）；∁UB = {1, 2, 4, 5, 7, 8}。先算 A ∪ B =

{1, 3, 5, 6, 7}，再取补集得 ∁U(A ∪ B) = {2, 4, 8}。

Try It 1.6：设全集 U = {x ∈ N∗ | x ≤ 10}，A = {2, 4, 6, 8}，求 ∁UA。

技术应用：很多网页版 Venn 图工具支持“输入两个集合，自动生成交、并、补的结果”。用
它验证你的手算：把 A = {1, 3, 5}、B = {3, 6}、U = {1, 2, . . . , 8} 输入工具，逐一核对 ∁UA、
∁UB 与 ∁U(A ∪ B)。工具是用来验证手算的，不是代替手算的。

数学视野：交、并、补有一条漂亮的运算律（德摩根律）：

∁U(A ∩ B) = ∁UA ∪ ∁UB, ∁U(A ∪ B) = ∁UA ∩ ∁UB

它说：“不在 A 也不在 B”就是“补 A 与补 B 的并”；“不在 A 与 B 的并里”就是“补
A 与补 B 之交”。图书检索系统按“分类号”筛选书目，底层就是集合运算。

想一想（真实情境）：网上购书，你勾选“价格低于 50 元”再勾选“有货”，系统返回的书是
“交集”还是“并集”？再勾选“评分 4 分以上”，三个条件同时满足又是什么运算？

本节练习（答案见章末）

• 已知 A = {1, 2, 3, 4}，B = {3, 4, 5, 6}，求 A ∩B 与 A ∪ B。
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• 设全集 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}，A = {2, 5, 8}，求 ∁UA。

• 设全集 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，A = {1, 2, 3}，B = {3, 4}。求 ∁U(A∩B) 与 (∁UA) ∪ (∁UB)，

比较两个结果，你能发现什么？

• 某班 45 名学生中，参加篮球兴趣小组的有 25 人，参加书法兴趣小组的有 18 人，两个
小组都参加的有 8 人。（1）至少参加一个小组的有多少人？（2）两个小组都没参加的有
多少人？

1.4 充分条件与必要条件：“够用”和“必需”是两码事

出门前，妈妈叮嘱“带上伞，万一下雨”。你心想：下雨是带伞的充分理由，可没下雨我
也能带伞。那么“够用”和“必需”到底差在哪？这一节，数学给这两个词各发一张“身份证”。

1.4.1 充分条件与必要条件

学习目标

• 理解命题的概念，会判断命题的真假；

• 理解充分条件、必要条件的含义，会判断一个条件是充分还是必要；

• 能用集合之间的包含关系理解充分、必要条件。

前置复习：A = {1, 2, 3}，B = {1, 2}。B ⊆ A 吗？B 里的元素是否都是 A 的元素？

情境引入：运动会检录处，你被拦下——“没检录，不能进。”墙上写着：“只有检录合格的运
动员才能参加决赛。”这句话谁都会念，可“检录合格”与“参加决赛”到底谁离不开谁？想

不清楚，你就永远被这句话拿捏。这一小节，就把这两个词的关系掰清楚。

命题与条件

在数学中，用语言、符号或式子表达的，可以判断真假的陈述句叫做命题。判断为真的
叫真命题，判断为假的叫假命题。在命题“如果 p，那么 q”中，p 叫条件，q 叫结论。若 p ⇒
q（由 p 推出 q），则：

• p 是 q 的充分条件——“有 p 就足够推出 q”；

• q 是 p 的必要条件——“没 q 就没 p”。

集合观点：设 p、q 对应集合 A、B（A = {x | p(x)}，B = {x | q(x)}）。若 A ⊆ B，则 p ⇒ q，

p 是 q 的充分条件，q 是 p 的必要条件。集合包含是判断充分、必要的“地图”。

How To：判断 p 是 q 的什么条件

• 分别写出 p、q 对应的集合 A、B（或直接判断推出方向）；
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• 检查 p ⇒ q 是否成立；

• 再检查 q ⇒ p 是否成立；

• 按表定论：

p ⇒ q q ⇒ p 结论

成立 不成立 p 是 q 的充分不必要条件
不成立 成立 p 是 q 的必要不充分条件
成立 成立 p 是 q 的充要条件
不成立 不成立 p 是 q 的既不充分也不必要条件

例题 1.7

（判断充分、必要条件）

判断下列各题中 p 是 q 的什么条件：

（1）p：x > 2，q：x > 1；（2）p：x2 = 4，q：x = 2；（3）p：两个三角形全等，q：两个

三角形面积相等。

解：（1）A = {x | x > 2} ⊆ B = {x | x > 1}（x > 2 ⇒ x > 1），但 x > 1 ⇏ x > 2（如 x =

1.5）。故 p 是 q 的充分不必要条件。（2）p 的解集为 {−2, 2}，q 的解集为 {2}。x = 2 ⇒ x2 =

4，但 x2 = 4 ⇏ x = 2（x 可能为 −2）。故 p 是 q 的必要不充分条件。（3）全等 ⇒ 面积相等，
但面积相等 ⇏ 全等（同底等高的两个三角形可不同）。故 p 是 q 的充分不必要条件。

Try It 1.7：判断 p：x 是 4 的倍数，q：x 是 2 的倍数中，p 是 q 的什么条件。

1.4.2 充要条件

学习目标

• 理解充要条件的含义；

• 会证明一个条件是另一个条件的充要条件；

• 会用充要条件解决简单的参数问题。

前置复习：p：x = 3，q：x2 = 9。p 是 q 的什么条件？

充要条件

如果既有 p ⇒ q，又有 q ⇒ p，就记作 p ⇔ q，此时 p 是 q 的充分必要条件，简称充要
条件。也说 p 与 q 等价。

How To：证明 p 是 q 的充要条件

• 充分性：由 p 出发，推出 q（证 p ⇒ q）；

• 必要性：由 q 出发，推出 p（证 q ⇒ p）；

• 两步都成立，才下结论“充要条件”。缺一步都只能算“不充分”或“不必要”。
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例题 1.8

（判断充要条件）

证明：p：x > 0 且 y > 0 是 q：xy > 0 且 x+ y > 0 的充要条件。

解：先证充分性（p ⇒ q）：若 x > 0 且 y > 0，则两个正数相乘仍为正、相加仍为正，xy > 0

且 x+ y > 0 成立。再证必要性（q ⇒ p）：若 xy > 0，则 x、y 同号；又 x+ y > 0，两个同号

的数相加为正，说明它们不能同为负，只能同为正，即 x > 0 且 y > 0。由充分性、必要性都

成立，p 是 q 的充要条件。■

Try It 1.8：判断 p：x > 2 且 y > 3 是 q：x+ y > 5 且 xy > 6 的什么条件。

想一想（真实情境）：机场安检中，“持有登机牌”是“通过闸机登机”的什么条件？（提示：
没登机牌一定登不了机，但有登机牌还要看是否到点登机。）买东西“付款成功”是“拿到货”

的什么条件？

学习提示：见到“求使 p 是 q 的必要不充分条件的参数范围”这类问题，先用集合语言翻译：

p 对应 A，q 对应 B，则“p 是 q 的必要不充分条件”等价于“B ⫋ A”。把逻辑问题翻译成
集合问题，再用数轴解决，是本章最重要的解题策略。

练一练：已知 p：1 ≤ x ≤ 3，q：a < x < a+ 4，若 p 是 q 的充分不必要条件，求 a 的取值范

围。

本节练习（答案见章末）

• 判断下列各题中 p 是 q 的什么条件：（1）p：x = 1，q：x2 = 1；（2）p：x > 0，q：x >

2；（3）p：四边形是菱形，q：四边形是平行四边形。

• 判断 p：x2 = 9 与 q：|x| = 3 是否互为充要条件。

• 已知 p：x > a，q：x > 1。若 p 是 q 的必要不充分条件，求实数 a 的取值范围。

• 设 A = {x | 1 ≤ x ≤ 2}，B = {x | 0 < x < 3}。判断“x ∈ A”是“x ∈ B”的什么条件，

并用集合的包含关系说明理由。

1.5 全称量词与存在量词：“所有”还是“有的”，分量不一样

餐厅菜单写着“所有菜品支持打包”，结账时店员却说“凉菜除外”。你刚想较真，发现

问题的根子在“所有”两个字——它到底承诺了哪些菜？这一节，我们给“所有”和“有的”

称一称分量。

1.5.1 全称量词与存在量词

学习目标

• 理解全称量词、存在量词的含义；
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• 会用 ∀、∃ 符号表述命题；

• 会判断全称量词命题与存在量词命题的真假。

前置复习：命题“任意实数的平方都不小于 0”是真是假？“存在一个实数的平方等于 2”又
是真是假？

情境引入：下单前，页面赫然写着“全场 7 天无理由退货”；退货时，客服却念出一行小字
“部分商品除外”。你翻回页面底部，才见角落里那行字。“所有”和“部分”一字之差，承诺

就变了味——这一小节，先给这两个量词立规矩。

全称量词与全称量词命题：短语“所有的”“任意一个”在逻辑中通常叫做全称量词，用符号
∀ 表示。含有全称量词的命题叫做全称量词命题，形式为“对 M 中任意一个 x，p(x) 成立”，

记作

∀x ∈ M, p(x)

存在量词与存在量词命题：短语“存在一个”“至少有一个”叫做存在量词，用符号 ∃ 表示。
含有存在量词的命题叫做存在量词命题，形式为“存在 M 中的一个 x，使 p(x) 成立”，记作

∃x ∈ M, p(x)

判断真假的方法：

• 全称量词命题：要检查每个元素都满足 p(x)，只要找到一个反例就不成立；

• 存在量词命题：只需找出一个满足 p(x) 的元素即可成立。

例题 1.9

（判断命题真假）

判断下列命题的真假：

（1）∀x ∈ R，x2 ≥ 0；（2）∀x ∈ R，x2 > 0；（3）∃x ∈ R，x2 = 2；（4）∃x ∈ R，x2+1 = 0。

解：（1）真。任何实数的平方都非负。（2）假。取反例 x = 0，则 02 = 0，不大于 0。一个反
例足以推翻全称命题。（3）真。x =

√
2 时 x2 = 2，找到一个实例即可。（4）假。实数范围内

x2 ≥ 0，故 x2 + 1 ≥ 1，不可能等于 0。

Try It 1.9：判断下列命题的真假：(1) ∀x ∈ R，x2 + 1 > 0；(2) ∃x ∈ R，x2 < 0；(3) ∀x ∈
Q，2x ∈ Q。

想一想（真实情境）：质检员抽检一批手机，“这批手机全部通过检测”是哪种量词命题？要
推翻它，需要检查几部手机？而“存在一部手机屏幕有缺陷”要证明它成立，需要检查几部？
为什么质检通常用抽样而不是全检？
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练一练：用符号 ∀或 ∃改写：(1)对任意正整数 n，n是整数；(2)存在实数 x，使得 x2 − 1 =

0。

1.5.2 全称量词命题与存在量词命题的否定

学习目标

• 掌握全称量词命题与存在量词命题的否定规则；

• 会写出给定命题的否定，并判断真假；

• 会用“举反例”的思想理解命题的否定。

前置复习：“班上所有同学都交了作业”的否定是什么？“存在一名同学没交作业”呢？

命题的否定：对一个命题进行否定，可以得到一个新的命题，记作 ¬p。命题与它的否定一真
一假。

否定规则：量词与结论同时变化——全称量词变存在量词，存在量词变全称量词，并把结论
p(x) 否定为 ¬p(x)：

¬(∀x ∈ M, p(x)) ⇐⇒ ∃x ∈ M, ¬p(x)

¬(∃x ∈ M, p(x)) ⇐⇒ ∀x ∈ M, ¬p(x)

How To：写出命题的否定并判断真假

• 找量词：全称（∀）还是存在（∃）？

• 换量词：∀ 换 ∃，∃ 换 ∀；

• 否结论：把 p(x) 改成 ¬p(x)（注意“>”改“≤”、“=”改“ 6=”等）；

• 判断真假：利用“原命题与否定一真一假”互相验证。

例题 1.10

（写出命题的否定）

写出下列命题的否定，并判断真假：

（1）∀x ∈ R，x2 − 2x+ 1 ≥ 0；（2）∃x ∈ R，x2 + 1 = 0；（3）∀x > 0，x+
1

x
≥ 2。

解：（1）否定为 ∃x ∈ R，x2 − 2x+ 1 < 0。因 x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2 ≥ 0 恒成立，原命题真，
故否定假。（2）否定为 ∀x ∈ R，x2 + 1 6= 0。因 x2 + 1 ≥ 1，原命题假，故否定真。（3）否定

为 ∃x > 0，x+
1

x
< 2。由基本不等式 x+

1

x
≥ 2

√
x · 1

x
= 2（等号当 x = 1 时取得），原命题

真，故否定假。
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Try It 1.10：写出下列命题的否定，并判断真假：(1) 所有的正方形都是平行四边形；(2) 存
在实数 x，使得 x2 + 2x+ 2 = 0。

探究活动：全班每人举一个“生活命题”，如“全班男生都喜欢篮球”“存在一个食堂窗口不
排队”。先在小组内互相写否定、互相挑错（重点检查“量词换了没、结论否了没”），再上台

展示。错误的否定大多出在“只换量词、忘了否结论”，或“只否结论、忘了换量词”。

想一想：∀x ∈ R，x2 > 0 的否定是 ∃x ∈ R，x2 ≤ 0，x = 0 就是这个存在命题的“见证者”。

你还能给“∀n ∈ N，n 是偶数”找一个见证反例吗？

本节练习（答案见章末）

• 判断下列命题的真假：(1) ∀x ∈ N∗，x ≥ 1；(2) ∃x ∈ R，x2 + x + 1 = 0；(3) ∃x ∈ Q，
x2 = 2。

• 用符号 ∀ 或 ∃ 改写下列命题：(1) 所有实数的立方都是实数；(2) 存在整数 k，使得 2k =

6。

• 写出下列命题的否定，并判断真假：(1) ∀x ∈ R，x2 6= 1；(2) ∃x ∈ R，x2 + 4x+ 5 ≤ 0。

• 班训“本班每位同学本周都完成了一次跑步打卡”。用全称量词命题表述，并写出它的否
定。

本章回顾

概念地图

·集合与常用逻辑用语·集合·元素三特性：确定性·互异性·无序性·表示法：列举法

/ 描述法 x | p(x)·关系：子集 ⊆·真子集 ⊊·相等 =（空集 ∅ ⊆ 任何集合）·运算：交集
A∩B ·并集 A∪B ·补集 ∁_U A（需先定全集 U）·命题与逻辑·充分条件/必要条件/充要
条件（集合 A⊆B ⇐⇒ p⇒q）·量词：全称量词 ∀ ·存在量词 ∃ ·否定：量词互换 + 结论
否定（一真一假）

关键公式速查

内容 要点

元素与集合 a ∈ A / a /∈ A；元素三特性：确定性、互异性、无序性
常见数集 N、N∗、Z、Q、R（依次扩大）
子集个数 含 n 个元素的集合有 2n 个子集，2n − 1 个真子集
交集/并集 A ∩B = {x | x ∈ A 且 x ∈ B}；A ∪B = {x | x ∈ A 或 x ∈ B}
补集 ∁UA = {x | x ∈ U 且 x /∈ A}；∁U (∁UA) = A

充分必要 A ⊆ B ⇐⇒ p 是 q 的充分条件；A = B ⇐⇒ 充要条件
命题否定 ¬(∀x, p(x)) = ∃x, ¬p(x)；¬(∃x, p(x)) = ∀x, ¬p(x)

分层练习

A 基础层
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• 判断下列对象能否组成集合：(1) 方程 x2 − 2x− 3 = 0 的实数解；(2) 本班个子高的同学；
(3) 大于 5 的全体奇数。

• 用列举法表示：(1) {x | x2 = 16}；(2) {x ∈ Z | −2 ≤ x < 3}；(3) {x | x = 2k, 1 ≤ k ≤
4, k ∈ N∗}。

• 用描述法表示：(1) 大于 0 且小于 10 的偶数；(2) 被 3 除余 1 的全体整数。

• 写出集合 {1, 2, 3} 的所有子集，并指出其中有多少个真子集。

• 已知 A = {x | −1 < x < 4}，B = {x | x ≤ a}，且 A ⊆ B，求 a 的取值范围。

• 已知 A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，B = {2, 4, 6, 8}，求 A ∩B、A ∪ B。

• 判断 p：x > 3 是 q：x > 1 的什么条件。

B 应用层

• 某班 50 名学生中，选数学课的有 32 人，选物理课的有 28 人，两门都选的有 15 人。求：
(1) 至少选一门的同学人数；(2) 两门都不选的人数；(3) 只选数学不选物理的人数。

• 设全集 U = {x ∈ N∗ | x ≤ 10}，A = {1, 3, 5, 7}，B = {2, 4, 6, 8}。求 ∁UA 与 ∁U(A ∪B)。

• 已知 p：x2 − 5x+ 6 ≤ 0，q：|x− 2| ≤ 1。判断 p 是 q 的什么条件。

C 拓展层

• 已知集合 A = {x | x2 − 3x+ 2 = 0}，B = {x | ax2 − 2x+ 2 = 0}，且 A ∩ B = B，求实

数 a 的取值集合。

• 已知命题 p：∀x ∈ [1, 2]，x− a ≥ 0；命题 q：∃x ∈ [1, 2]，x2 − a = 0。若 p、q 中恰好一
个为真，求实数 a 的取值范围。

参考答案（章末集中）

Try It 即时练习答案

• 1.1：(1) 能，{−3, 3}；(2) 不能，“接近 0”标准不明确；(3) 能，{5, 7, 9}。

• 1.2：(1) x = 0, 1, 2, 3（0 ≤ x2 < 10），故 {0, 1, 2, 3}；(2) {x | x = 2k + 1, 2 ≤ k ≤ 5, k ∈
N∗}。

• 1.3：x2 = x ⇒ x(x− 1) = 0 ⇒ x = 0 或 1，故 B = {0, 1} = A，即 A = B。

• 1.4：A = {1,−1}。a = 0 时 B = ∅ ⊆ A ✓；a 6= 0 时 B =

{
1

a

}
，

1

a
= ±1，得 a = ±1。

故 a = 0 或 a = ±1。
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• 1.5：A ∩ B = {2, 4}；A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}。

• 1.6：U = {1, 2, . . . , 10}，∁UA = {1, 3, 5, 7, 9, 10}。

• 1.7：p ⇒ q（4 的倍数必是 2 的倍数）；q ⇏ p（如 x = 2）。故 p 是 q 的充分不必要条件。

• 1.8：p ⇒ q 成立；q ⇏ p，反例 x = 2.4, y = 2.7：x + y = 5.1 > 5，xy = 6.48 > 6，但

y < 3。故 p 是 q 的充分不必要条件。

• 1.9：(1) 真（x2 + 1 ≥ 1 > 0）；(2) 假（x2 ≥ 0，不存在 x 使 x2 < 0）；(3) 真（有理数的
2 倍仍是有理数）。

• 1.10：(1) 否定“存在一个正方形不是平行四边形”，原命题真，否定假；(2) 否定“对任
意实数 x，x2 + 2x+ 2 6= 0”，因 (x+ 1)2 + 1 ≥ 1，原命题假，否定真。

各节练习答案

• 1.1 节：1. (1)能，{2, 4}；(2)不能，“长得像爸爸”标准模糊，违背确定性；(3)能，x2+

2x− 3 = (x+ 3)(x− 1) = 0，x = −3 或 1，{−3, 1}。2. (x− 3)(x+ 2) = 0，B = {3,−2}；
{1, 4, 9, 16} = {x | x = k2, k ∈ N∗, k ≤ 4}。3. 3 ∈ N，−2 /∈ N，0 /∈ N∗，

1

2
/∈ Z，

√
2 /∈

Q，π ∈ R。4. 按互异性，重复的“李明”只算一个，集合为 { 李明，王芳，张伟 }，共
3 个元素。

• 1.2 节：1. B = {2, 4, 6} = A，即 A = B。2. 24 = 16 个子集，真子集 16− 1 = 15 个。3.
4 ∈ A ⊆ B，需 4 < a，故 a > 4。4. （1）数学小组对应集合 A，理科小组对应集合 B，

A ⊆ B；（2）是。B 有 8 人、A 有 5 人，B 中至少 3 人不在 A 中，故 A ⫋ B。5. （1）
2n = 16，n = 4，故 A 有 4 个元素。（2）真子集 16− 1 = 15 个；非空真子集 16− 2 = 14

个——“非空真子集”要在 16个里既去掉空集又去掉集合本身，比“真子集”再少 1个。

• 1.3 节：1. A∩B = {3, 4}，A∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}。2. ∁UA = {1, 3, 4, 6, 7}。3. A∩B =

{3}，∁U(A ∩ B) = {1, 2, 4, 5, 6}；∁UA = {4, 5, 6}，∁UB = {1, 2, 5, 6}，(∁UA) ∪ (∁UB) =

{1, 2, 4, 5, 6}。两者相等，即 ∁U(A∩B) = ∁UA∪ ∁UB（德摩根律）。4. （1）25+ 18− 8 =

35 人；（2）45− 35 = 10 人。

• 1.4 节：1. （1）x = 1 ⇒ x2 = 1，但 x = −1 时 x2 = 1 而 x 6= 1，故充分不必要；（2）
x > 0 ⇏ x > 2（x = 1 即反例），x > 2 ⇒ x > 0，故必要不充分；（3）菱形 ⇒ 平行四
边形，平行四边形 ⇏ 菱形（矩形反例），故充分不必要。2. x2 = 9 ⇒ |x| = 3，且 |x| =
3 ⇒ x2 = 9，互为充要条件。3. p 是 q 的必要不充分条件 ⇔ {x | x > 1} ⫋ {x | x > a}，
需 a < 1。4. A = [1, 2] ⫋ B = (0, 3)，故 x ∈ A ⇒ x ∈ B 而反推不成立，“x ∈ A”是

“x ∈ B”的充分不必要条件。

• 1.5 节：1. (1) 真；(2) 假（∆ = 1− 4 = −3 < 0，方程无实数解）；(3) 假（x2 = 2 的解

±
√
2 不是有理数）。2. (1) ∀x ∈ R，x3 ∈ R；(2) ∃k ∈ Z，2k = 6。3. (1) 否定为 ∃x ∈ R，
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x2 = 1；原命题假（x = ±1 是反例），否定真。(2) 否定为 ∀x ∈ R，x2 + 4x+ 5 > 0；因

x2 + 4x+ 5 = (x+ 2)2 + 1 > 0 恒成立，原命题假，否定真。4. p：∀x ∈ M（M 为全班同

学），x 本周完成了一次跑步打卡；否定：∃x ∈ M，x 本周未完成跑步打卡——只要有一

名同学没打卡，班训就不成立。

A1：(1) 能；(2) 不能（“高”标准不明确）；(3) 能。

A2：(1) {−4, 4}；(2) {−2,−1, 0, 1, 2}；(3) {2, 4, 6, 8}。

A3：(1) {2, 4, 6, 8}（或用描述法）；(2) {x | x = 3k + 1, k ∈ Z}。

A4：子集：∅、{1}、{2}、{3}、{1, 2}、{1, 3}、{2, 3}、{1, 2, 3}，共 23 = 8 个；真子集 8−
1 = 7 个。

A5：A ⊆ B 需 A 的右端点 4 不超过 B 的右边界，即 a ≥ 4。（数轴检验：x = 3.9 ∈ A 要满

足 3.9 ≤ a）

A6：A ∩B = {2, 4, 6}；A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}。

A7：A = {x | x > 3} ⊆ B = {x | x > 1}，故 p ⇒ q 而 q ⇏ p（x = 2 即反例）→ 充分不必要。

B8：(1) 32 + 28− 15 = 45 人；(2) 50− 45 = 5 人；(3) 32− 15 = 17 人。（检验：只选物理的

28− 15 = 13 人，17 + 15 + 13 + 5 = 50 ✓）

B9：∁UA = {2, 4, 6, 8, 9, 10}；A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}，∁U(A ∪ B) = {9, 10}。

B10：p：(x− 2)(x− 3) ≤ 0 ⇒ 2 ≤ x ≤ 3；q：1 ≤ x ≤ 3。A = [2, 3] ⫋ B = [1, 3]，故 p 是 q

的充分不必要条件。

C11：A = {1, 2}，A∩B = B ⇒ B ⊆ A。(1) B = ∅：∆ = 4− 8a < 0 ⇒ a >
1

2
；(2) B = {1}：

a = 0，检验 −2x + 2 = 0 ⇒ x = 1 ✓；(3) B = {2}：∆ = 0 且
2

a
= 2 ⇒ a =

1

2
，检验 x = 2

为二重根 ✓。故 a ∈ {0} ∪
[
1

2
,+∞

)
。

C12：p 真 ⇔ a ≤ 1；q 真 ⇔ 1 ≤ a ≤ 4。恰一个为真：p 真且 q 假（a < 1），或 p 假且 q 真

（1 < a ≤ 4）。故 a ∈ (−∞, 1) ∪ (1, 4]。
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第二章 怎么比较大小：一元二次函数、方
程和不等式

章首情境

2.1 等式性质与不等式性质：谁大谁小，作个差就明白

身高 1.78 米的你，和 1.75 米的同桌比谁高，一眼便知；可要比较
√
5 和 2.2 谁大、两种

优惠套餐哪个划算，眼睛就不够用了。这一节，给你一把对谁都管用的尺子：作差。

2.1.1 不等式与实数大小比较

学习目标

• 理解用作差法比较两个实数大小；

• 会用作差法比较代数式的大小；

• 会用不等号表示实际中的不等关系。

前置复习（Be Prepared）

• 比较 5 与 3、−2 与 −5 的大小，它们在数轴上谁在右、谁在左？

• 计算 (x− 1)2，并说它的最小值是多少。

情境引入：购物车结算页弹出两个优惠：“满 300 减 50”还是“全场 8 折”？你算了半天——
金额不同，答案还不同。比大小这件事，眼睛看不出、心算怕出错，数学给的办法却简单得惊

人：两个数相减，看结果的正负。

实数大小比较的准则

对于任意实数 a、b：

a > b ⇐⇒ a− b > 0; a = b ⇐⇒ a− b = 0; a < b ⇐⇒ a− b < 0
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要比较两个数（式）的大小，基本方法是作差法：作差 a− b，再判断其符号。

How To：用作差法比较大小

• 作差：写出 a− b；

• 变形：配方、因式分解、通分⋯⋯化成能判断符号的形式；

• 定号：判断 a− b 与 0 的大小关系，下结论。

例题 2.1

（作差法比较大小）

比较下列各组式子的大小：

（1）x2 + 1 与 2x；（2）x2 + y2 与 2xy。

解：（1）作差：x2 +1− 2x = (x− 1)2。因 (x− 1)2 ≥ 0，故 x2 +1 ≥ 2x，等号当且仅当 x = 1

时成立。（2）作差：x2 + y2 − 2xy = (x− y)2 ≥ 0，故 x2 + y2 ≥ 2xy，等号当且仅当 x = y 时

成立。

Try It 2.1：比较 (x+ 1)(x+ 3) 与 (x+ 2)2 的大小。

想一想（真实情境）：小明的体重 a kg，比标准体重多 3 kg；小红的体重 b kg，比标准体重少
2 kg。比较 a 与 b 的大小，本质上就是比较“超出量”与“不足量”——a− b = 5 > 0，小明

更重。用符号语言写清楚“谁比谁大”，是解决一切比较问题的第一步。

练一练：比较
√
7 + 2 与

√
7 + 3 的大小；比较

1

2
与

2

3
的大小。

2.1.2 等式性质与不等式性质

学习目标

• 掌握不等式的基本性质；

• 能利用性质判断不等式是否成立；

• 会证明简单的不等式。

前置复习：等式 a = b 两边同加一个数、同乘一个数，等式还成立吗？同乘 −1 呢？

不等式的性质

性质 内容

(1) 对称性 a > b ⇐⇒ b < a

(2) 传递性 a > b 且 b > c ⇒ a > c

(3) 加法性质 a > b ⇒ a+ c > b+ c

(4) 乘法性质 a > b，c > 0 ⇒ ac > bc；a > b，c < 0 ⇒ ac < bc

(5) 同向可加 a > b 且 c > d ⇒ a+ c > b+ d

(6) 同向可乘 a > b > 0 且 c > d > 0 ⇒ ac > bd

(7) 乘方性质 a > b > 0 ⇒ an > bn（n ∈ N∗，n ≥ 2）
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How To：判断不等式命题的真假

• 找出命题用到了哪条性质；

• 检查条件是否满足该性质的适用前提（尤其正负号）；

• 前提不满足时，找反例推翻它。

例题 2.2

（判断不等式真假）

判断下列命题的真假：

（1）a > b ⇒ a− 3 > b− 3；（2）a > b ⇒ −2a < −2b；（3）a > b ⇒ ac2 > bc2；（4）a >

b > 0 且 c > d > 0 ⇒ ac > bd。

解：（1）真。由性质 (3)，两边同加 −3，不等式方向不变。（2）真。由性质 (4)，两边同乘
−2 < 0，不等式反向。（3）假。c = 0 时 ac2 = bc2 = 0，不满足严格大于。反例：a = 2，b =

1，c = 0。（4）真。由性质 (6)（同向正数可乘）。例如 3 > 2、5 > 4，则 15 > 8。

Try It 2.2：已知 a > b，判断下列命题的真假：(1) 2a > 2b；(2) −3a < −3b；(3) a2 > b2。

Q&A

• 问：性质 (4) 对“除法”也成立吗？

答：成立。除法可看作乘以倒数：c > 0 时
a

c
>

b

c
不变号，c < 0 时反向。

• 问：a > b 一定能推出 a2 > b2 吗？

答：不能。a = 1，b = −2 时 1 > −2 但 1 < 4。性质 (7) 要求 a > b > 0。

练一练：判断正误并说明理由：a > b，c > d ⇒ a− c > b− d。

本节练习（答案见章末）

• 比较 x2 + 3 与 2x+ 2 的大小，并指出等号何时成立。

• 已知 a > b，判断下列命题的真假，并说明理由：(1) a+ 2 > b+ 2；(2) 若 a > b > 0，则

a3 > b3；(3) 若 a > b，则 |a| > |b|。

• 某网店推出两种优惠：甲“满 200 减 40”，乙“全场 8.5 折”。某商品标价 x 元（x ≥
200）。（1）写出两种优惠后的实付金额（用含 x 的式子表示）；（2）用作差法判断哪种更
划算，并求“乙更划算”时 x 的取值范围。

• 一件商品的定价为 q 元（q > 0）。方案一“先提价 20% 再打 8 折”，方案二“直接打 9
折”。哪个方案的最终售价更高？用作差法说明。
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2.2 基本不等式：两个数的“最优解”

同样 60 米围栏，你随手围个 28× 2 的窄条，同学却围出 15× 15 的正方形，面积差了快

四倍。都是 60 米，凭什么是方形最大？这一节，找出藏在算式里的那个“最优解”。

2.2.1 基本不等式

学习目标

• 探索并证明基本不等式；

• 理解基本不等式的代数与几何意义；

• 掌握“一正二定三相等”的取等条件。

前置复习：由 (x− y)2 ≥ 0，你能推出 x2 + y2 与 2xy 的大小关系吗？若 a = x2，b = y2，改

写一下试试。

情境引入：用 40 m 栅栏围矩形菜地，长 19 m、宽 1 m 时面积只有 19，长 10 m、宽 10 m 时
面积却有 100。为什么“越方”面积越大？周长一定时，面积到底能大到哪去？这正是基本不
等式要回答的问题。

基本不等式

如果 a > 0，b > 0，那么

a+ b

2
≥

√
ab

当且仅当 a = b 时，等号成立。

证明：
a+ b

2
−
√
ab =

a+ b− 2
√
ab

2
=

(
√
a−

√
b)2

2
≥ 0，故

a+ b

2
≥

√
ab；等号当且仅当

√
a =

√
b，即 a = b 时成立。■

几何意义：以 a+ b 为直径作半圆（a, b > 0），半圆的半径是
a+ b

2
；在直径上取一段 a、一段

b，过切点作垂线交圆弧于一点，该垂线的长度恰为
√
ab。圆内的弦长不会超过半径——不等

关系一眼可见。

How To：用基本不等式求最值（口诀“一正、二定、三相等”）

• 一正：两个式子必须都是正数（或非负）；

• 二定：和为定值时，积有最大值；积为定值时，和有最小值；

• 三相等：检查等号能否取到——即能否找到使两式相等的 x 值。

例题 2.3

（直接应用）
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已知 x > 0，求 x+
4

x
的最小值。

解：一正：x > 0，
4

x
> 0 ✓；二定：x · 4

x
= 4 为定值 ✓。由基本不等式：x+

4

x
≥ 2

√
x · 4

x
=

4。三相等：当 x =
4

x
，即 x = 2（x > 0）时可取等号。故当 x = 2 时，x+

4

x
取得最小值 4。

Try It 2.3：已知 x > 0，求 x+
1

x
的最小值，并指出取等条件。

例题 2.4

（配凑变形）

已知 x > 1，求 x+
1

x− 1
的最小值。

解：直接套用不满足“积为定值”，先配凑：

x+
1

x− 1
= (x− 1) +

1

x− 1
+ 1

因 x > 1，(x− 1) > 0，
1

x− 1
> 0，且 (x− 1) · 1

x− 1
= 1 为定值，故

x+
1

x− 1
≥ 2

√
(x− 1) · 1

x− 1
+ 1 = 3

等号当 x− 1 =
1

x− 1
，即 x = 2 时成立。故最小值为 3。

Try It 2.4：已知 x > 0，y > 0，x+ y = 8，求 xy 的最大值。

探究活动：用 60 cm 长的绳子围矩形（如桌面上的软线），记录长、宽与面积：长 29、宽 1 →
面积 29；长 20、宽 10 → 200；长 15、宽 15 → 225。先猜：什么时候面积最大？再验证：用

S = x(30−x) = 225− (x−15)2 算一算——正方形确实最大。把过程与 xy ≤
(
x+ y

2

)2

对照。

数学视野：两千多年前的《周髀算经》就记载了“折矩”图（后称赵爽弦图）——四个全等的
直角三角形围成一个正方形，图中直观呈现出 a2 + b2 ≥ 2ab。公元 3 世纪，赵爽为《周髀算
经》作注，用这张图“出入相补”地证明了勾股定理，也最早触及了这类不等式的几何直观。

今天我们把 a2 + b2 ≥ 2ab 变形为
a+ b

2
≥

√
ab——一个看似简单的式子，背后是两千年的人

类智慧。

想一想：基本不等式要求 a, b > 0。如果允许负数，
a+ b

2
≥

√
ab 还成立吗？试试 a = 1，b =

−4。

2.2.2 基本不等式的应用

学习目标

• 会用基本不等式解决实际最值问题；

• 会构造“定值”（拆项、配凑、整体代换）；
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• 体会等号成立条件在实际问题中的意义。

前置复习：周长一定的矩形中，长和宽满足什么关系时面积最大？用 x+ y 与 xy 说一说。

情境引入：回到章首那道围栏题——60 m 围栏，设宽为 x，长就是 30− x，面积 S = x(30−
x)。“和”已经被 60 m 的围栏定死了，面积还能怎么挣扎出最大值？这一小节，就是教你把
这类“和定求积最大”的题，一把按进基本不等式里。

例题 2.5

（实际应用：围栏问题）

用 36 m 长的篱笆围一个矩形菜园，菜园一边靠墙（墙足够长）。怎样围，菜园面积最大？
最大面积是多少？

解：设垂直于墙的边长为 x m，则平行于墙的边长为 (36− 2x) m，面积

S = x(36− 2x) =
1

2
· 2x(36− 2x)

因 2x > 0，36− 2x > 0，且 2x+ (36− 2x) = 36 为定值，由基本不等式：

2x(36− 2x) ≤
(
36

2

)2

= 324, S ≤ 1

2
× 324 = 162

等号当 2x = 36− 2x，即 x = 9 时成立。此时平行边长为 36− 18 = 18 m。答：垂直墙边
9 m、平行墙边 18 m 时面积最大，最大面积为 162 m2。

Try It 2.5：用 100 m 长的篱笆围一个矩形场地（不靠墙），长、宽各为多少时面积最大？最
大面积是多少？

学习提示：基本不等式应用题三步走：(1) 设变量，写出目标式子（注明范围）；(2) 检查“一
正二定三相等”；(3) 作答时写清“取等条件”。很多同学丢了最后一步——只求出最值，不说
清在什么情况下取到，等于没做完。

项目学习（小组任务）：为班级设计一款“快递收纳盒”——用一张 1 m2 的硬纸板做一个无
盖长方体盒（底面为正方形），如何设计才能让容积最大？先用硬纸板做三个不同尺寸的模型
并测量容积，再建立函数模型用基本不等式（或二次函数）验证，最后提交一份含示意图、数

据和结论的设计报告。

想一想（真实情境）：两种商品打包销售：A 商品单价 a 元、B 商品单价 b 元，甲方案“买 A
送 B”，乙方案“各打 5 折”。比较两种方案的总花费——这个实际问题里，你发现了什么不
等关系？

本节练习（答案见章末）

• 已知 x > 0，求 2x+
8

x
的最小值，并指出取等条件。

• 已知 x > 2，求 x+
4

x− 2
的最小值。
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• 已知 x > 0，y > 0，x+ 2y = 10，求 xy 的最大值及此时 x、y 的值。

• 一个直角三角形的两条直角边之和为 20，求这个直角三角形面积的最大值。

• 已知 x > 0，求 y = x2 + x 的最小值。有同学直接套基本不等式：x2 + x ≥ 2
√
x3，就下

结论“最小值为 2
√
x3”——这样做对吗？为什么？（提示：2

√
x3 里还含 x，它不是常数）

• 已知 x ∈ [3, 5]，求 y = x +
4

x
的最小值。有同学用基本不等式得 x +

4

x
≥ 2

√
x · 4

x
= 4，

认为最小值是 4——对吗？（提示：等号成立需 x = 2，2 在不在区间 [3, 5] 里？）

2.3 二次函数与一元二次方程、不等式：三个“二次”，一根抛

物线

汽车刹车，车速 v 越快，刹停距离 0.05v2 就越大。想 50 m 内刹停，车速得满足什么条
件？这看起来是一道不等式题，可解着解着，你会撞见二次函数和一元二次方程——三个“二
次”，原来是一家。这一节，把它们接到同一根抛物线上。

2.3.1 三个二次

学习目标

• 理解二次函数、一元二次方程、一元二次不等式三者之间的关系；

• 会由二次函数的图象直接写出对应不等式的解集；

• 会用判别式判断三者间的对应情形。

前置复习：解方程 x2 − 3x+ 2 = 0；画出 y = x2 − 3x+ 2 的草图，说出图象在 x 轴上方的 x

范围。

情境引入：汽车以 v km/h 行驶时的刹车距离约为 s = 0.05v2 m。你在驾校里踩下刹车，心里
默念：要在 50 m 内刹停，车速得满足 0.05v2 ≤ 50。等号一写出来你才发现——这不是方程，

是不等式，而且是带平方的那种。

三个二次的关系

二次函数 y = ax2+bx+c（a 6= 0）的图象与 x轴交点的横坐标，就是一元二次方程 ax2+

bx+ c = 0 的根，也是对应一元二次不等式解集的端点。三者是一棵树的根、干、叶。

以 a > 0（开口向上）为例：

判别式 图象与 x 轴交点 ax2 + bx+ c > 0 的解集 ax2 + bx+ c < 0 的解集

∆ > 0（两根 x1 < x2） 两个交点 x < x1 或 x > x2 x1 < x < x2

∆ = 0（一根 x0） 一个切点 x 6= x0 无解
∆ < 0 无交点 R 无解
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How To：由二次函数图象看不等式解集

• 看开口方向（a 的符号），必要时两边同乘 −1 化为 a > 0；

• 求对应方程 ax2 + bx+ c = 0 的根（因式分解或求根公式）；

• 用“大于取两边、小于取中间”写出解集。

例题 2.6

（三个二次）

已知二次函数 y = 2x2 − 7x+ 3。

（1）求该函数图象与 x 轴的交点；（2）求不等式 2x2 − 7x+ 3 > 0 与 2x2 − 7x+ 3 < 0 的

解集。

解：（1）令 y = 0：2x2 − 7x+ 3 = 0，因式分解得 (2x− 1)(x− 3) = 0，x =
1

2
或 x = 3。交点

坐标为
(
1

2
, 0

)
和 (3, 0)。（2）开口向上（a = 2 > 0），由“大于取两边”：

2x2 − 7x+ 3 > 0 ⇐⇒ x <
1

2
或 x > 3

由“小于取中间”：

2x2 − 7x+ 3 < 0 ⇐⇒ 1

2
< x < 3

Try It 2.6：求不等式 x2 − 5x+ 6 < 0 的解集。

技术应用：用绘图软件输入 y = 2x2 − 7x+3，观察图象在 x 轴上方的部分对应的 x 范围，再

与例题 2.6 的结论对照。“图象在上方”就是“函数值大于 0”——图象是解不等式最直观的
验证工具。

想一想（真实情境）：估算一下：你所在的教室，用 0.05v2 的模型，车速要低于多少才能保证

20 m 内刹停？把“刹停距离限制”翻译成不等式并求近似解。

2.3.2 一元二次不等式的解法

学习目标

• 掌握一元二次不等式的一般解法步骤；

• 会解含参数的一元二次不等式；

• 会用恒成立条件求参数的取值范围。

前置复习：用因式分解解方程 x2 − (a+ 1)x+ a = 0。

一元二次不等式的一般解法
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• 化标准式：移项使右边为 0，化为 ax2+bx+c > 0（或 ≥ 0、$< 0、≤ 0），必要时两边同乘-
1使a > 0$；

• 求根：解对应方程 ax2 + bx+ c = 0，用判别式判断根的情形；

• 写解集：用“大于取两边、小于取中间”（口诀对 a > 0 有效）。

例题 2.7

（含参数）

解关于 x 的不等式 x2 − (a+ 1)x+ a > 0。

解：因式分解：x2− (a+1)x+a = (x−1)(x−a)。两根为 1与 a，需比较其大小，分三种情况：

(1) a < 1：开口向上，“大于取两边”→ 解集为 x < a 或 x > 1；(2) a = 1：原式为 (x−
1)2 > 0 → 解集为 x 6= 1；(3) a > 1：两根大小反过来 → 解集为 x < 1 或 x > a。

Try It 2.7：解不等式 −x2 + 2x+ 3 ≥ 0。（提示：先两边同乘 −1 化为标准式，注意变号）

例题 2.8

（恒成立问题）

若不等式 x2 − 2x+ a > 0 对一切 x ∈ R 恒成立，求实数 a 的取值范围。

解：配方：x2 − 2x + a = (x− 1)2 + (a− 1)。(x− 1)2 ≥ 0 恒成立，故原式的最小值为 a− 1

（在 x = 1 处取到）。要使原式恒大于 0，只需最小值 a− 1 > 0，即 a > 1。（也可用判别式：开

口向上且恒大于 0 ⇐⇒ ∆ = 4− 4a < 0 ⇐⇒ a > 1。）

Try It 2.8：若不等式 x2 + ax+ 1 > 0 对一切 x ∈ R 恒成立，求 a 的取值范围。

例题 2.9

（实际应用）

某企业生产一种产品，日销售量 y（件）与售价 x（元）满足 y = 400−x（60 ≤ x ≤ 380），

每件成本 60 元。要使日利润不低于 24000 元，售价应定在什么范围？

解：每件利润为 (x− 60) 元，日利润

L = (x− 60)(400− x) = −x2 + 460x− 24000

令 L ≥ 24000：−x2 + 460x− 24000 ≥ 24000，移项并两边同乘 −1：

x2 − 460x+ 48000 ≤ 0

因式分解：x2 − 460x+48000 = (x− 160)(x− 300)（验证：160+ 300 = 460，160× 300 =

48000 ✓）。由“小于取中间”：

第 27页



160 ≤ x ≤ 300

结合定价范围 60 ≤ x ≤ 380，售价应定在 160 元到 300 元之间。

Try It 2.9：例题 2.9 中，若要求日利润不低于 30000 元，售价应定在什么范围？（提示：先
算 x2 − 460x+ 54000 的判别式）

技术应用：用绘图软件分别画出 y = x2 − 460x+ 48000 与直线 y = 0，观察抛物线与 x 轴的

交点，验证例题 2.9 的解集 [160, 300]。再把 Try It 2.9 的判别式为负的情况画出来——图象
与 x 轴无交点，就意味着不等式恒正、没有实数解。

学习提示：恒成立问题三问：(1) 开口向哪？(2) 判别式是正是负？(3) 是“恒大于 0”还是
“恒不小于 0”？严格区分“$> 0恒成立（∆ < 0）与≥ 0恒成立（∆ ≤ 0$），这一字之差，答案的

端点开闭就不同。

练一练：若关于 x 的不等式 mx2 +mx− 1 < 0 对一切 x ∈ R 恒成立，求 m 的取值范围。（提

示：分 m = 0 与 m 6= 0 讨论）

本节练习（答案见章末）

• 解不等式 3x2 − 10x+ 3 < 0。

• 已知二次函数 y = x2 − 2x− 3：（1）求它的图象与 x 轴的交点；（2）写出 y > 0 与 y < 0

的解集。

• 解关于 x 的不等式 x2 − 3ax+ 2a2 > 0。

• 某商品日销售量 y（件）与售价 x（元）满足 y = 200− x（80 ≤ x ≤ 180），每件成本 50
元。要使日利润不低于 5600 元，售价应定在什么范围？

• 若不等式 x2 + ax+ 4 > 0 对一切 x ∈ R 恒成立，求实数 a 的取值范围。

• 已知方程 3x2 − 4x + 1 = 0。（1）写出判别式 ∆ = b2 − 4ac 的完整计算过程，并判断该

方程有几个实数根；（2）若某同学把 ∆ 算成 b2 − 4ac = −42 − 4 × 3 × 1 = −28，错在

哪？（提示：b = −4 代入时 b2 是谁的平方？）

本章回顾

概念地图

·一元二次函数、方程和不等式·不等式性质·作差法：a > b ⇐⇒ a - b > 0（配方/因
式分解判号）·性质 (1)～(7)：传递、同向可加、乘除看符号、同向正数可乘·基本不等式
(a+b)/2 ≥ √(ab)（a, b > 0，等号 ⇐⇒ a = b）·一正二定三相等·最值：和定积最大·积定
和最小·三个二次·二次函数 y = ax2+bx+c：开口·对称轴·与 x 轴交点·一元二次方程：
判别式 Δ = b2-4ac·求根公式·一元二次不等式：大于取两边·小于取中间

关键公式速查
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内容 要点

作差法 a > b ⇐⇒ a− b > 0；变形后配方、因式分解判号
不等式性质 传递性；同向可加；乘除正数不变号、负数变号；同向正数可乘

基本不等式
a+ b

2
≥

√
ab（a, b > 0），等号当且仅当 a = b

最值口诀 一正、二定、三相等；和定积最大，积定和最小
三个二次 图象与 x轴交点横坐标 =方程根 =不等式解集端点

一元二次不等式 化标准式（a > 0）→求根→大于取两边、小于取中间
恒成立 ax2 + bx+ c > 0恒成立 ⇐⇒ a > 0且 ∆ < 0

分层练习

A基础层

• 比较 x2 + 4与 4x的大小。

• 判断下列命题的真假：(1) a > b ⇒ a2 > b2；(2) a > b > 0 ⇒ 1

a
<

1

b
；(3) a > b，c > 0 ⇒

ac > bc。

• 已知 x > 0，求 x+
9

x
的最小值。

• 解不等式 2x2 − 3x− 2 < 0。

• 解不等式 x2 − 4x+ 4 ≥ 0。

• 已知 x > 0，y > 0，xy = 36，求 x+ y的最小值。

• 二次函数 y = 2x2 − 3x− 2：(1)求它与 x轴的交点；(2)写出 y > 0的解集。

B应用层

• 某商店以每件 40元的进价购入商品，定价 60元时日售 100件；市场调查表明，售价每
提高 1元，日销量减少 2件。要使日利润最大，售价应定为多少？最大日利润是多少？

• 用 120 m长的篱笆围一块矩形菜地，其中一边靠墙（墙长 100 m）。怎样围，菜地面积最
大？最大面积是多少？

• 已知不等式 ax2 + bx+ 2 > 0的解集为
(
−1

2
,
1

3

)
，求 a、b的值。

C拓展层

• 若不等式 x2 − ax+ a > 0对一切 x ∈ R恒成立，求实数 a的取值范围。

• 已知 x > 0，y > 0，
2

x
+

1

y
= 1，求 x+ 2y的最小值。

参考答案（章末集中）

Try It即时练习答案
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• 2.1：(x+ 1)(x+ 3)− (x+ 2)2 = (x2 + 4x+ 3)− (x2 + 4x+ 4) = −1 < 0，故 (x+ 1)(x+

3) < (x+ 2)2。

• 2.2：(1)真（c = 2 > 0，不变号）；(2)真（c = −3 < 0，变号）；(3)假（反例 a = 1，b =

−2：1 > −2但 1 < 4）。

• 2.3：x+
1

x
≥ 2

√
x · 1

x
= 2，等号当 x = 1时成立，最小值为 2。

• 2.4：xy ≤
(
x+ y

2

)2

=

(
8

2

)2

= 16，等号当 x = y = 4时成立，最大值为 16。

• 2.5：设长为 x、宽为 y，2(x + y) = 100，x + y = 50。xy ≤ 252 = 625，等号当 x = y =

25。故围成 25× 25的正方形时面积最大，最大面积 625 m2。

• 2.6：(x− 2)(x− 3) < 0 ⇒ 2 < x < 3。

• 2.7：两边乘 −1：x2 − 2x − 3 ≤ 0，因式分解 (x − 3)(x + 1) ≤ 0，由“小于取中间”得

−1 ≤ x ≤ 3。

• 2.8：开口向上且恒大于 0 ⇐⇒ ∆ = a2 − 4 < 0 ⇒ −2 < a < 2。

• 2.9：(x− 60)(400−x) ≥ 30000 ⇒ x2− 460x+54000 ≤ 0。判别式∆ = 4602− 4× 54000 =

211600− 216000 = −4400 < 0，且开口向上，故不等式恒大于 0，无实数解。即日利润不
可能达到 30000元（最大日利润为 x = 230时的 (170)2 = 28900元）。

各节练习答案

• 2.1节：1. x2 + 3 − (2x + 2) = x2 − 2x + 1 = (x − 1)2 ≥ 0，故 x2 + 3 ≥ 2x + 2，等号当

x = 1时成立。2. (1)真（加法性质，两边同加 2方向不变）；(2)真（乘方性质，a > b >

0 ⇒ a3 > b3）；(3)假（反例 a = 1，b = −2：1 > −2但 |1| < |−2|）。3. （1）甲：x− 40

元，乙：0.85x元；（2）(x− 40)− 0.85x = 0.15x− 40，乙更划算⇔ 0.15x− 40 > 0 ⇔ x >
800

3
≈ 266.7。即 x >

800

3
时乙划算，200 ≤ x <

800

3
时甲划算，x =

800

3
时两种相同。4.

方案一：1.2q × 0.8 = 0.96q元；方案二：0.9q元；0.96q − 0.9q = 0.06q > 0，方案一的最

终售价更高，直接打 9折更便宜。

• 2.2节：1. 2x+
8

x
≥ 2

√
2x · 8

x
= 2

√
16 = 8，等号当 2x =

8

x
，即 x = 2时成立，最小值为

8。2. x+
4

x− 2
= (x−2)+

4

x− 2
+2 ≥ 2

√
(x− 2) · 4

x− 2
+2 = 6，等号当 x−2 =

4

x− 2
，

即 (x− 2)2 = 4，x = 4时成立，最小值为 6。3. x · 2y ≤
(
x+ 2y

2

)2

= 25，故 xy ≤ 25

2
=

12.5，等号当 x = 2y = 5，即 x = 5，y = 2.5时成立，最大值为 12.5。4. 设直角边为 a、

b，则 a+ b = 20，
√
ab ≤ a+ b

2
= 10，ab ≤ 100，面积 S =

ab

2
≤ 50，等号当 a = b = 10

时成立，最大面积为 50。5. 不对。x2 · x = x3 不是定值，套基本不等式后 2
√
x3 仍含 x，

不是常数，谈不上“最小值”——这正是“二定”的前提：必须是“积为定值”或“和为
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定值”。事实上 y = x2 + x在 x > 0上无最小值（当 x → 0+ 时 y → 0，但取不到 0）。6.
不对。等号成立需 x =

4

x
，即 x = 2，但 2 /∈ [3, 5]——取等条件落空，“三相等”不满足。

y = x+
4

x
在 x > 2时单调递增，故最小值在左端点 x = 3处取得：ymin = 3 +

4

3
=

13

3
。

• 2.3节：1. 3x2 − 10x+ 3 = (3x− 1)(x− 3) < 0，两根
1

3
、3，开口向上，“小于取中间”得

1

3
< x < 3。2. x2 − 2x− 3 = (x− 3)(x+ 1)：（1）交点 (−1, 0)、(3, 0)；（2）y > 0 ⇔ x <

−1或 x > 3；y < 0 ⇔ −1 < x < 3。3. x2 − 3ax+ 2a2 = (x− a)(x− 2a)，两根为 a、2a。

(1) a > 0：x < a或 x > 2a；(2) a = 0：x2 > 0，x 6= 0；(3) a < 0：x < 2a或 x > a。4. 日
利润 L = (x− 50)(200− x) = −x2 +250x− 10000。令 L ≥ 5600：x2 − 250x+15600 ≤ 0，

因式分解 (x − 120)(x − 130) ≤ 0，得 120 ≤ x ≤ 130，结合 80 ≤ x ≤ 180，售价应定在

120元到 130元之间。5. 开口向上且恒大于 0⇔ ∆ = a2 − 16 < 0 ⇒ −4 < a < 4。6.（1）
∆ = b2 − 4ac = (−4)2 − 4× 3× 1 = 16− 12 = 4 > 0，方程有两个不相等的实数根（x =

1或 x =
1

3
）。（2）错在把 b2写成 −42——b2 = (−4)2 = 16，负号与平方一起算，而不是

“先取负再平方”。

A1：x2 + 4− 4x = (x− 2)2 ≥ 0，故 x2 + 4 ≥ 4x，等号当 x = 2时成立。

A2：(1)假（a = 1，b = −2：1 > −2但 1 < 4）；(2)真（a > b > 0时
1

a
− 1

b
=

b− a

ab
< 0）；(3)

真（性质 (4)）。

A3：x+
9

x
≥ 2

√
9 = 6，等号当 x = 3时成立，最小值为 6。

A4：(2x+ 1)(x− 2) < 0，两根 −1

2
、2，开口向上，“小于取中间”得 −1

2
< x < 2。

A5：(x− 2)2 ≥ 0对一切实数成立，解集为 R。

A6：x+ y ≥ 2
√
xy = 2

√
36 = 12，等号当 x = y = 6时成立，最小值为 12。

A7：(1) (2x+1)(x− 2) = 0，交点
(
−1

2
, 0

)
、(2, 0)；(2)开口向上，“大于取两边”：y > 0 ⇐⇒

x < −1

2
或 x > 2。

B8：设提价 x元，日利润 y = (20 + x)(100− 2x) = −2x2 + 60x+ 2000。对称轴 x =
60

4
= 15，

ymax = 35× 70 = 2450。答：定价 75元，最大日利润 2450元。

B9：设垂直墙边为 xm，平行墙边为 (120− 2x)m，S = x(120− 2x) =
1

2
· 2x(120− 2x) ≤ 1

2
×

602 = 1800。等号当 2x = 120− 2x，即 x = 30，平行边 60 ≤ 100 ✓。最大面积 1800m2。

B10：解集为
(
−1

2
,
1

3

)
，故两根为 −1

2
、

1

3
，且 a < 0（解集取两交点之间，开口向下）。设

ax2 + bx+ 2 = a

(
x+

1

2

)(
x− 1

3

)
，展开得 a

(
x2 +

x

6
− 1

6

)
。常数项：−a

6
= 2 ⇒ a = −12；

x项系数：b =
a

6
= −2。检验：−12x2 − 2x + 2 > 0，除以 −2得 6x2 + x − 1 < 0，即 (3x −

1)(2x+ 1) < 0，两根 −1

2
、

1

3
，得 −1

2
< x <

1

3
✓。

C11：开口向上且恒大于 0 ⇐⇒ ∆ = a2 − 4a < 0 ⇒ 0 < a < 4。
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C12：x+ 2y = (x+ 2y)

(
2

x
+

1

y

)
= 4 +

x

y
+

4y

x
≥ 4 + 2

√
4 = 8。等号当

x

y
=

4y

x
，即 x = 2y，

联立
2

x
+

1

y
= 1得 x = 4，y = 2。最小值为 8。
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第三章 怎么刻画对应关系：函数的概念与
性质

章首情境

3.1 函数的概念及其表示：从“计价器”到“对应规则”

3.1.1函数的概念：一个输入，一个输出

学习目标

• 能判断一个对应关系是否为函数（会找“一对多”的违规者）；

• 能求具体函数的定义域与函数值；

• 理解函数三要素，能判断两个函数是否相等；

• 会用区间表示数集。

前置复习（Be Prepared）

• 集合 A = {1, 2, 3}，集合 B = {2, 4, 6}，对应关系“b = 2a”——你能把 A中每个元素按
规则对应到 B中吗？

• 一次函数 y = 2x+ 1的图象是什么形状？画 x = 0, 1, 2三个点试试。

• 解不等式：x ≥ 0且 x 6= 1，用集合表示解集。

情境引入：出租车计价（呼应章首）

计价规则：3公里以内（含 3公里）收费 10元；超过 3公里后，每公里加收 2.4元。

里程 x（km） 1 2 3 5 8

车费 y（元） 10 10 10 14.8 22
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想一想：给定一个里程数，你能算出唯一的车费吗？反过来，给定一个车费（比如 10元），能
确定唯一的里程吗？

函数的概念

设 A、B 是非空的实数集，如果对于集合 A中的任意一个数 x，按照某种确定的对应关
系 f，在集合 B中都有唯一确定的数 y和它对应，那么就称 f : A → B为从集合 A到集合 B

的一个函数，记作

y = f(x), x ∈ A

其中，x叫做自变量，x的取值范围 A叫做函数的定义域；与 x的值对应的 y 值叫做函
数值，函数值的集合 {f(x) | x ∈ A}叫做函数的值域。

How To：判断一个对应关系是否为函数

• 找出输入（自变量）有哪些；

• 找出每个输入对应的输出（函数值）；

• 若某个输入对应两个或更多输出→不是函数；每个输入都只对应一个输出→是函数。

例题 3.1

（判断函数）

下列对应关系，哪些是函数？哪些不是？说明理由。

（1）A = {1, 2, 3}，B = {2, 4, 6}，对应关系 f：x 7→ 2x；（2）A = R，B = R，对应关系
g：x 7→ y，满足 y2 = x；（3）A为某班全体学生，B为全体学号，对应关系 h：学生 7→学号。

解：（1）是函数——1 7→ 2，2 7→ 4，3 7→ 6，每个输入唯一对应一个输出。（2）不是函数——
如 x = 4时 y = ±2，一个输入对应两个输出，违反“唯一确定”。（3）是函数——每名学生有
且只有一个学号。

Try It 3.1：A = {1, 2, 3, 4}，B = {0, 1, 2, 3}。对应关系“y = x− 1”是从 A到 B的函数吗？若

把对应关系改为“y = x+ 1”呢？（提示：看每个输入对应的输出是否落在 B 内、是否唯一）

例题 3.2

（求定义域）

求下列函数的定义域：

（1）f(x) =
1

x− 2
；　（2）f(x) =

√
x− 1；　（3）f(x) =

√
x− 1

x− 2
。

解：（1）分母不能为 0：x− 2 6= 0 → x 6= 2，定义域 {x | x 6= 2}，即 (−∞, 2) ∪ (2,+∞)。（2）
偶次根号内非负：x− 1 ≥ 0→ x ≥ 1，定义域 [1,+∞)。（3）两个约束同时满足：x− 1 ≥ 0且

x− 2 6= 0 → x ≥ 1且 x 6= 2，定义域 [1, 2) ∪ (2,+∞)。
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Try It 3.2：求 f(x) =

√
2x− 1

x+ 3
的定义域（用区间表示）。

例题 3.3

（求函数值）

已知 f(x) = x2 − 3x+ 1，求 f(1)、f(a)、f(a+ 1)。

解：把“模板”中的 x换成给定的值即可：f(1) = 12 − 3× 1 + 1 = −1；f(a) = a2 − 3a + 1；

f(a+ 1) = (a+ 1)2 − 3(a+ 1) + 1 = a2 + 2a+ 1− 3a− 3 + 1 = a2 − a− 1。

Try It 3.3：已知 f(x) = 2x2 + 1，求 f(−1)与 f(x+ 1)。

Q&A

• 问：f(x)和 f(a)有什么区别？

答：f(x)是函数的整体表达式（一个“模板”）；f(a)是把 a代入模板得到的数值或式子。好
比菜谱 f 和按菜谱做出的菜 f(a)。

• 问：定义域、值域和集合 B 是什么关系？

答：定义域就是 A；值域是 {f(x) | x ∈ A}，它是 B 的子集——B 中可以有多余元素。

探究活动：给 10个不同形状的容器（圆柱、圆锥、漏斗⋯⋯）匀速注水。先预测：水位上升
速度随时间如何变化？再观察：实际录像中的水位—时间图象，与你的预测对照。每个容器
的水位—时间关系都是一个函数——形状不同，函数也长得不一样。

想一想：函数定义里强调“唯一确定”。如果允许“一对多”，会发生什么？（提示：回到出租
车计价——同一个里程两个价，谁付？）

3.1.2函数的表示法：三种记账方式

学习目标

• 掌握函数的三种表示法：解析法、列表法、图象法，会选用合适的表示法；

• 理解分段函数，能求分段函数的函数值；

• 会从函数图象读出信息。

前置复习：f(x) = 2x+ 1的定义域、值域各是什么？画出它的图象。

函数的三种表示法

表示法 含义 优点 缺点

解析法 用数学表达式 y = f(x) 精确、便于运算 不够直观
列表法 用表格列出部分对应值 直接可见 只能表示有限个点
图象法 用图象表示对应关系 直观形象 不够精确
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How To：由表格到解析式

• 观察表格中 x与 y的变化规律；

• 猜测函数类型（一次、二次⋯⋯）；

• 代入几组值解出待定系数；

• 用另一组值检验。

例题 3.4

（表示法的转换）

某学习小组测量弹簧的长度 y（cm）随所挂砝码质量 x（g）的变化：

x（g） 0 50 100 150

y（cm） 10 14 18 22

（1）y是 x的函数吗？若是，请用解析式表示；（2）不挂砝码时弹簧多长？挂 200 g砝码
时呢？（假设未超过弹性限度）

解：（1）每个 x唯一对应一个 y，是函数。观察表格：x每增加 50，y增加 4——线性关系。设
y = kx+ b，代入 (0, 10)得 b = 10；代入 (50, 14)得 50k + 10 = 14，k = 0.08。故 y = 0.08x+

10。检验：x = 100时 y = 18 ✓。（2）不挂砝码（x = 0）：y = 10 cm；挂 200 g：y = 0.08×
200 + 10 = 26 cm。

Try It 3.4：同一弹簧数据改为：x = 0, 100, 200时 y = 10, 16, 22，求解析式，并预测 x = 250

时的 y。

分段函数

情境：回到出租车计价。车费 y与里程 x的关系要分两段描述：

y =

10, 0 < x ≤ 3

10 + 2.4(x− 3), x > 3

像这样，在定义域的不同部分，函数用不同的解析式表示，这样的函数叫分段函数。

例题 3.5

（分段函数求值）

已知 f(x) =

x2 + 1, x ≤ 0

2x− 1, x > 0
，求 f(−2)、f(3)、f(f(−1))。
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解：关键：先看自变量落在哪一段，再用那段的解析式。f(−2)：−2 ≤ 0→用第一段，f(−2) =

(−2)2+1 = 5；f(3)：3 > 0→用第二段，f(3) = 2×3−1 = 5；f(f(−1))：先内后外。f(−1) =

(−1)2 + 1 = 2；再算 f(2) = 2× 2− 1 = 3。故 f(f(−1)) = 3。

Try It 3.5：上题中，若 f(a) = 7，求 a的值。（提示：分 a ≤ 0与 a > 0两类讨论）

How To：读函数图象

• 看横轴、纵轴各代表什么（单位别忘）；

• 找最高点、最低点（最大/最小值）；

• 看图象与坐标轴的交点（特殊函数值）；

• 看增减趋势（哪段上升、哪段下降）。

例题 3.6

（读图象）

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 3.1: 配图

下图为某城市一天 24小时的气温 T（◦C）随时间 t（h）变化的图象（示意）。

（1）这一天最高气温是多少？出现在几时？（2）t = 12时气温约为多少？（3）哪些时段气
温在上升？

解：（读图象三步：找最高最低→定点读数→看趋势。以下答案对应配图中的示意数据）（1）
最高气温约 32 ◦C，出现在 14时；（2）t = 12时气温约为 29 ◦C；（3）气温上升时段约为 6时

～14时（日出后升温至午后）。

Try It 3.6：结合图象回答：一天中气温最低出现在几时？t ∈ [0, 24]时气温的取值范围大致是

多少？
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想一想（真实情境）：某地居民电费按阶梯计价——月用电 200度以内每度 0.5元，超过 200
度的部分每度 0.8元。写出电费 y与用电量 x的分段函数，并计算：小明家月用电 180度、350
度各交多少电费？真实世界的计价规则几乎都是分段函数——银行利率、快递费、停车场收

费，皆如此。

想一想：列表法能表示一个“无限定义域”的函数吗？为什么？（提示：表格只能写有限行）

本节练习（答案见章末）

• 判断：y2 = x（x ≥ 0）是 x的函数吗？为什么？

• 求 f(x) =
1

x2 − 4
的定义域（用区间表示）。

• 已知 f(x) = 2x2 − 1，求 f(a+ 1)。

• 已知 f(x) =

x+ 2, x < 1

x2, x ≥ 1
，求 f(−1)、f(1)、f(f(0))。

3.2 函数的基本性质：函数的“性格”

3.2.1单调性与最大（小）值：一路向上，还是一路向下

学习目标

• 理解增函数、减函数的定义，能用定义判断函数的单调性；

• 会用定义法证明简单函数的单调性；

• 理解最大值、最小值的定义，会求简单函数的最值。

前置复习：y = x2的图象开口向哪？在 x < 0与 x > 0时，y随 x增大分别怎么变？

情境引入：观察 y = x2的图象——从左往右看，图象先下降后上升。“下降”“上升”就是函

数的单调性。

单调性定义

设函数 f(x)的定义域为 D，区间 I ⊆ D。

• 如果 ∀x1, x2 ∈ I，当 x1 < x2时，都有 f(x1) < f(x2)，那么函数 f(x)在区间 I 上单调递
增（I 称为 f 的单调递增区间）；

• 如果 ∀x1, x2 ∈ I，当 x1 < x2时，都有 f(x1) > f(x2)，那么函数 f(x)在区间 I 上单调递
减。

How To：定义法证明函数 f(x)在区间 I 上单调递增（或递减）
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• 取值：任取 x1, x2 ∈ I，且设 x1 < x2；

• 作差：计算 f(x1)− f(x2)；

• 变形：因式分解、通分、配方⋯⋯化成能判断正负的形式；

• 定号：判断 f(x1)− f(x2)的符号，下结论。

例题 3.7

（定义法证明单调性）

用定义证明：函数 f(x) = 2x+ 1在 R上单调递增。

解：（按How To四步）(1)取值：任取 x1, x2 ∈ R，且 x1 < x2；(2)作差：f(x1)−f(x2) = (2x1+

1)− (2x2 + 1) = 2(x1 − x2)；(3)变形：已是最简形式；(4)定号：因 x1 < x2，x1 − x2 < 0，故

2(x1 − x2) < 0，即 f(x1) < f(x2)。由定义，f(x) = 2x+ 1在 R上单调递增。■

例题 3.8

（定义法证明单调性）

用定义证明：函数 f(x) = x2 + 1在 (0,+∞)上单调递增。

解：(1)取值：任取 x1, x2 ∈ (0,+∞)，且 x1 < x2；(2)作差：f(x1)− f(x2) = (x2
1 + 1)− (x2

2 +

1) = x2
1 − x2

2；(3)变形：x2
1 − x2

2 = (x1 − x2)(x1 + x2)；(4)定号：x1 − x2 < 0，且 x1 + x2 > 0

（因均在 (0,+∞)），故 f(x1)− f(x2) < 0，即 f(x1) < f(x2)。由定义，f(x) = x2+1在 (0,+∞)

上单调递增。■

Try It 3.8：用定义证明：函数 f(x) =
1

x
在 (0,+∞)上单调递减。

最值的定义

设函数 y = f(x)的定义域为 D，如果存在实数M，满足：

（1）∀x ∈ D，都有 f(x) ≤ M；（2）∃x0 ∈ D，使得 f(x0) = M。

那么称M 是函数 y = f(x)的最大值。类似地可定义最小值。

例题 3.9

（求最值）

求函数 f(x) = −x2 + 4x在区间 [1, 4]上的最大值与最小值。

解：f(x) = −x2 + 4x = −(x− 2)2 + 4（配方），对称轴 x = 2 ∈ [1, 4]。开口向下→最大值在
顶点：fmax = f(2) = 4；最小值在离对称轴最远的端点：f(1) = 3，f(4) = −16 + 16 = 0 →
fmin = f(4) = 0。故最大值为 4，最小值为 0。

Try It 3.9：求 f(x) = x2 − 2x+ 3在 [0, 3]上的最大值与最小值。
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学习提示：单调性这个抽象概念，用三步台阶搭起来最稳——第一步：看气温曲线、股票走势
图，先“感觉”到升降；第二步：用 y = x2的图象，把“升降”画出来；第三步：再用 ∀x1 <

x2, f(x1) < f(x2)的语言精确刻画。跳过中间一步直接背符号定义，是很多同学“定义看得懂、
做题不会用”的病根。

练一练：判断对错——“若函数 f(x)在区间 [0, 2]和 [3, 5]上都单调递增，则 f(x)在 [0, 2] ∪
[3, 5]上也单调递增。”（提示：画个分段试试）

想一想（对抗 M5）：小华测得函数 f 在 x = 0, 1, 2, 3 四点的值依次为 f(0) = 1，f(1) = 2，

f(2) = 3，f(3) = 4，便断言“f 在 [0, 3]上单调递增”。这个判断一定对吗？能不能造出一个

函数，使它在这四点的取值如上，却在 [0, 3]上不是单调递增？（提示：单调递增要求“任取

x1 < x2，都有 f(x1) < f(x2)”——只核对有限个点，算不算验证了“任意”？）

3.2.2奇偶性：照镜子的玄机

学习目标

• 理解奇函数、偶函数的定义；

• 会判断函数的奇偶性（定义法、图象法）；

• 知道奇偶函数的图象特征（对称性）。

前置复习：y = x2与 y = x3的图象分别关于什么对称？

奇偶性定义

设函数 f(x)的定义域 D关于原点对称（∀x ∈ D，有 −x ∈ D）。

• 如果 ∀x ∈ D，都有 f(−x) = f(x)，那么 f(x)是偶函数（图象关于 y轴对称）；

• 如果 ∀x ∈ D，都有 f(−x) = −f(x)，那么 f(x)是奇函数（图象关于原点对称）。

How To：判断函数的奇偶性

• 先看定义域是否关于原点对称（不对称→直接判“非奇非偶”）；

• 计算 f(−x)；

• 比较 f(−x)与 f(x)：相等→偶；互为相反数→奇；都不满足→非奇非偶。

例题 3.10

（判断奇偶性）

判断下列函数的奇偶性：

（1）f(x) = x4 + x2；（2）f(x) = x3；（3）f(x) = x2 + x；（4）f(x) =
√
x。
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解：（按How To三步：定义域对称→算 f(−x)→比较）（1）定义域R对称；f(−x) = (−x)4+

(−x)2 = x4 + x2 = f(x) → 偶函数；（2）f(−x) = (−x)3 = −x3 = −f(x) → 奇函数；（3）
f(−x) = x2−x，与 f(x) = x2+x既不等、也不互为相反数→非奇非偶；（4）定义域 [0,+∞)

不关于原点对称→直接判非奇非偶（根本不必算 f(−x)）。

Try It 3.10：判断 f(x) = x3 + x与 f(x) =
1

x2
的奇偶性。

Q&A

• 问：f(x) = 0（常值函数）是什么函数？

答：它既是奇函数又是偶函数——f(−x) = 0 = f(x)且 0 = −0。这是唯一“双重身份”的函

数。

• 问：奇函数在 x = 0处一定有定义吗？若有，f(0)等于多少？

答：不一定有定义（如 f(x) =
1

x
）。若有定义，则 f(0) = −f(0)，所以 f(0) = 0。

技术应用：用 GeoGebra输入 y = x3 − x，选中图象，执行“关于 y 轴反射”（Reflect about
y-axis）——观察反射后的图象与原图象是否重合（重合即偶函数）；再试“关于原点反射”。
手算判断之后，用软件 5秒确认，是检查你判断对错的最快方式。

想一想：为什么奇偶性要求“定义域关于原点对称”？（提示：如果定义域是 [0, 2]，f(−1)根

本不存在，f(−x) = f(x)无从谈起）

本节练习（答案见章末）

• 用定义证明：f(x) = −2x+ 3在 R上单调递减。

• 求 f(x) = x2 − 2x在 [0, 3]上的最大值与最小值。

• 判断 f(x) = x3 − x的奇偶性。

• 已知 f(x)是偶函数，且在 [0,+∞)上单调递增，比较 f(−3)、f(1)、f(−2)的大小。

3.3 幂函数：几何世界里的熟面孔

学习目标

• 理解幂函数的概念，能区分幂函数与指数函数；

• 掌握五种常见幂函数的图象与性质；

• 会用幂函数的单调性比较大小。
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前置复习：y = x、y = x2、y = x−1的图象还记得吗？各经过哪些象限？

幂函数的概念

一般地，函数 y = xα（α为常数）叫做幂函数，其中 x是自变量，α是常数。

五种常见幂函数

我们重点研究 α = 1, 2, 3,
1

2
,−1五种：

函数 定义域 值域 单调性 奇偶性 图象特征

y = x R R 增 奇 直线，过原点
y = x2 R [0,+∞) (−∞, 0]减，[0,+∞)增 偶 开口向上抛物线
y = x3 R R 增 奇 过原点，关于原点对称
y = x1/2 [0,+∞) [0,+∞) 增 非奇非偶 只在一象限
y = x−1 {x | x 6= 0} {y | y 6= 0} (−∞, 0)与 (0,+∞)均减 奇 双曲线

共性规律：幂函数图象都经过点 (1, 1)；α > 0时图象过原点且在 (0,+∞)单调递增；α < 0时

图象不过原点，在 (0,+∞)单调递减。

例题 3.11

（比较大小）

利用幂函数的单调性，比较下列各组数的大小：

（1）0.20.3与 0.30.3；（2）2.1−1与 2.3−1。

解：（关键：把两个数看成同一个幂函数的两个函数值）（1）y = x0.3在 (0,+∞)上单调递增，

0.2 < 0.3 → 0.20.3 < 0.30.3；（2）y = x−1在 (0,+∞)上单调递减，2.1 < 2.3 → 2.1−1 > 2.3−1。

Try It 3.11：比较 1.11/2与 1.21/2的大小。

数学视野：幂函数是建模的万能素材——正方形面积 S = a2（α = 2）、正方体体积 V = a3

（α = 3）、正三角形面积 S =

√
3

4
a2。当你遇到“变化率是自身一部分”的现象（如 y = x1/2的

缓增），想想幂函数是不是它的模型。

想一想：y = x0是幂函数吗？它的图象是什么？（提示：x 6= 0时 x0 = 1）

本节练习（答案见章末）

• 下列函数中，哪些是幂函数？y = 2x、y = x2、y = 2x、y = x0。

• 利用幂函数单调性比较：0.3−0.2与 0.4−0.2。

• 幂函数 y = xα的图象经过点 (2, 8)，求 α的值及 f(3)。

3.4 函数的应用（一）：拿函数干活

学习目标
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• 掌握函数建模的基本流程：审题→建模→求解→检验；

• 能用一次、二次、分段函数解决实际问题；

• 体会函数是描述客观世界变化规律的重要数学模型。

前置复习：二次函数 y = ax2 + bx+ c（a < 0）的最大值在何处取得？公式是什么？

How To：函数建模四步法

• 审题：明确已知量与未知量，找出题目中的数量关系；

• 建模：设自变量 x，把未知量用 x表示，写出函数解析式（注明定义域！）；

• 求解：利用函数性质求目标值（最值、特定值⋯⋯）；

• 检验：答案是否符合实际意义（定义域、单位、合理范围）。

例题 3.12

（二次函数最值应用）

某商场销售一种进价为 40元的商品，定价为 60元时，每天可售出 100件。市场调查发
现：每降价 1元，日销量增加 10件。要使日利润最大，应降价多少元？最大日利润是多少？

解：（建模四步）(1)审题：设降价 x元（0 ≤ x ≤ 20——降太多会低于进价）。(2)建模：售价
60− x，单件利润 (60− x)− 40 = 20− x；日销量 100 + 10x。日利润

y = (20− x)(100 + 10x) = −10x2 + 100x+ 2000

(3) 求解：对称轴 x = − 100

2× (−10)
= 5 ∈ [0, 20]，开口向下 → 最大值在 x = 5：ymax =

(15)(150) = 2250。(4)检验：降价 5元后定价 55元，高于进价 40元，日销 150件，利润 2250
元，合理。答：应降价 5元，最大日利润 2250元。

Try It 3.12：若把“降价 1元增 10件”改为“降价 1元增 5件”，最优降价是多少？

例题 3.13

（分段函数应用，呼应章首）

出租车计价：3 km以内 10元，超出部分每公里 2.4元（不足 1 km按 1 km计）。小王乘
了 x km（x > 3），车费 y元。

（1）写出 y与 x的函数关系；（2）小王付了 26.8元，他乘了多少公里？

解：（1）超出部分为 x− 3 km，车费

y = 10 + 2.4(x− 3) = 2.4x+ 2.8, x > 3
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（2）令 y = 26.8：2.4x+2.8 = 26.8→ x = 10。小王乘了 10 km。（检验：10 km车费 10+ 2.4×
7 = 26.8元 ✓）

Try It 3.13：某停车场收费：2小时内免费，2 4小时每小时 5元，超过 4小时每小时 8元（不
足 1小时按 1小时计）。写停车费 y与停车时长 t（小时）的分段函数。

项目学习（小组任务）：为学校设计一份“晚自习教室用电方案”——调查学校 3间教室一晚
上（18:00–22:00）的灯光功率与空调功率，建立“教室总功率随时间变化”的函数模型，估算
一晚耗电量与电费，并给出“人走灯灭”的节能建议。成果：一份含函数图象与分段函数表达

式的报告。

练一练：某工厂生产一种产品，年产量 x（万件）与年利润 y（万元）近似满足 y = −x2+10x−
16（0 ≤ x ≤ 8）。何时利润为零？最大利润是多少？

本节练习（答案见章末）

• 用一段长为 20 m的篱笆围一个矩形菜园，长、宽各为多少时菜园面积最大？最大面积是
多少？

• 手机流量套餐：月费 30 元含 20 GB，超出部分每 GB 5 元。写出月费 y 与流量 x（GB，
x ≥ 0）的分段函数；若某月用了 35 GB，月费多少？

• 某产品年利润 y（万元）与产量 x（万件）满足 y = −x2 +10x− 16（0 ≤ x ≤ 8）。产量为

多少时利润最大？最大利润是多少？

本章回顾

概念地图

·函数 y = f(x)·三要素：定义域 /对应关系 /值域·表示法：解析法·列表法·图象法
（分段函数：分区间用不同解析式）·性质·单调性：∀x1<x2, f(x1)⋚f(x2)（定义法证明 4步：取
值→作差→变形→定号）·奇偶性：f(-x)=f(x)偶（y轴对称）·f(-x)=-f(x)奇（原点对称）·
幂函数：y = xα（α=1,2,3,½,-1五种；过 (1,1)；α>0增 α<0减）·应用：建模四步（审题→建
模→求解→检验）

关键公式速查

内容 要点

定义域 分母 6= 0；偶次根号内 ≥ 0；实际问题的现实约束
单调性证明 取值（任取 x1 < x2）→作差→变形→定号

二次函数最值 y = ax2 + bx+ c，顶点 x = − b

2a
分段函数求值 先看自变量落在哪一段，再用那段的解析式
奇偶性判断 定义域对称→算 f(−x) →比 f(x)

分层练习

A基础层
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• 判断下列对应是否为函数：A = {x | x ≥ 0}，y2 = x（y ∈ R）。

• 求 f(x) =

√
x+ 2

x− 1
的定义域（用区间表示）。

• 已知 f(x) = 3x2 − 2x，求 f(−1)、f(2a)。

• 判断 f(x) = x2 − 2x在 [1,+∞)上的单调性（用定义证明）。

• 判断 f(x) = x3 + x的奇偶性。

• 比较 0.50.4与 0.60.4的大小。

B应用层

• 手机流量套餐：月费 30 元含 20 GB，超出部分每 GB 5 元。写出月费 y 与流量 x（GB，
x ≥ 0）的分段函数；若某月用了 35 GB，月费多少？

• 某商店进价 50元/件的商品，定价 90元时日售 80件；每提价 1元日销减 1件。问定价多
少时日利润最大？（提示：y = (90 + x− 50)(80− x)）

• 跳水运动员从离水面 10 m的跳台跳下，其重心离水面高度 h（m）随时间 t（s）变化：h =

−5t2 + 4t+ 10（0 ≤ t ≤ 2）。求：入水时刻、最高点高度。

C拓展层

• 已知 f(x)是定义在 R上的偶函数，且在 [0,+∞)单调递减。比较 f(−3)、f(2)、f(−4)的

大小。

• 函数 f(x) = x2 − 2ax+ 3在 [0, 2]上的最小值为 g(a)，求 g(a)的解析式。（提示：对称轴

x = a分三种情况讨论）

参考答案（章末集中）

Try It即时练习答案

• 3.1：y = x− 1是函数（1 7→ 0，2 7→ 1，3 7→ 2，4 7→ 3，唯一且都在 B内）；y = x+ 1不

是从 A到 B 的函数（4 7→ 5 /∈ B，输出越出集合 B）。

• 3.2：2x− 1 ≥ 0且 x+ 3 6= 0 →定义域
[
1

2
,+∞

)
。

• 3.3：f(−1) = 2× 1 + 1 = 3；f(x+ 1) = 2(x+ 1)2 + 1 = 2x2 + 4x+ 3。

• 3.4：y = 0.06x+ 10（代入 (0, 10)、(100, 16)解出 k = 0.06）；x = 250时 y = 25 cm。

• 3.5：a ≤ 0：a2 + 1 = 7→ a = −
√
6（取负根）；a > 0：2a− 1 = 7→ a = 4。故 a = −

√
6

或 4。
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• 3.6：最低气温出现在约 5时；气温取值范围约 20 ∼ 32 ◦C（依配图数据）。

• 3.8：f(x1) − f(x2) =
1

x1

− 1

x2

=
x2 − x1

x1x2

；x2 − x1 > 0，x1x2 > 0 →差 $> 0→f(x_1) >

f(x_2)→在(0,+∞)$单调递减。

• 3.9：f(x) = (x−1)2+2，对称轴 x = 1 ∈ [0, 3]→最小值 f(1) = 2；端点 f(0) = 3，f(3) =

6 →最大值 6。

• 3.10：x3 + x：f(−x) = −x3 − x = −f(x) →奇函数； 1

x2
：f(−x) =

1

x2
= f(x)，定义域

x 6= 0对称→偶函数。

• 3.11：y = x1/2在 (0,+∞)递增→ 1.11/2 < 1.21/2。

• 3.12：y = (20− x)(100 + 5x) = 2000− 5x2，x ≥ 0时递减→最优不降价（x = 0），日利

润 2000元——降价并非总是划算，这正是建模检验的价值。

• 3.13：y =


0, 0 ≤ t ≤ 2

5(t− 2), 2 < t ≤ 4

10 + 8(t− 4), t > 4

（连续近似，实际按小时取整）。

各节练习答案

• 3.1节：1. 不是——x > 0时一个输入对应 y = ±
√
x两个输出。2. x2−4 6= 0→ (−∞,−2)∪

(−2, 2) ∪ (2,+∞)。3. f(a + 1) = 2(a + 1)2 − 1 = 2a2 + 4a + 1。4. f(−1) = 1，f(1) = 1，

f(0) = 2，f(f(0)) = f(2) = 4。

• 3.2节：1. f(x1)− f(x2) = 2(x2 − x1) > 0 → f(x1) > f(x2) →单调递减。2. f(x) = (x−
1)2−1，对称轴 x = 1 ∈ [0, 3]：最小值 f(1) = −1；端点 f(0) = 0，f(3) = 3→最大值 3。3.
f(−x) = −x3 + x = −(x3 − x) = −f(x)→奇函数。4. 偶函数→ f(−2) = f(2)，f(−3) =

f(3)；[0,+∞)递增→ f(1) < f(2) < f(3)→ f(1) < f(−2) < f(−3)。想一想（对抗M5）：

不对。例如定义 f(x) =

x+ 1, 0 ≤ x < 0.5或 1 ≤ x ≤ 3

8, x = 0.5
这类在 x = 0.5处“翘起”的

函数，四点取值仍是 1, 2, 3, 4，但在 x = 0.5附近 f(0.5) = 8 > f(1) = 2，破坏了单调递增

（也可取 f(0.5) = 10的简单分段：x ∈ [0, 3] \ {0.5}时 f(x) = x+ 1，f(0.5) = 10）。“逐点

增大”只是有限个样本，单调递增必须对区间内任意两个点成立。

• 3.3节：1. y = x2、y = x0 是幂函数（y = 2x系数不是 1，y = 2x 是指数函数）。2. y =

x−0.2在 (0,+∞)递减，0.3 < 0.4→ 0.3−0.2 > 0.4−0.2。3. 2α = 8→ α = 3，f(3) = 33 = 27。

• 3.4节：1. 设长为 x，宽 10− x，面积 S = x(10− x) = −(x− 5)2 + 25→长宽各 5 m（正

方形），最大面积 25 m2。2. y =

30, 0 ≤ x ≤ 20

30 + 5(x− 20), x > 20
；35 GB→ 30 + 5× 15 =

105元。3. 顶点 x = 5（0 ≤ x ≤ 8）→最大利润 y = −25 + 50− 16 = 9万元。
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A1：不是函数——x > 0时一个输入对应 y = ±
√
x两个输出。

A2：x+ 2 ≥ 0且 x 6= 1 → [−2, 1) ∪ (1,+∞)。

A3：f(−1) = 5；f(2a) = 12a2 − 4a。

A4：任取 x1 < x2，f(x1)−f(x2) = (x2
1−2x1)− (x2

2−2x2) = (x1−x2)(x1+x2−2)；因 x1, x2 ≥
1且 x1 < x2，x1 + x2 − 2 > 0，而 x1 − x2 < 0，故差 $< 0$→单调递增。

A5：f(−x) = −x3 − x = −(x3 + x) = −f(x)，定义域 R对称→奇函数。

A6：y = x0.4在 (0,+∞)递增，0.5 < 0.6 → 0.50.4 < 0.60.4。

B7：y =

30, 0 ≤ x ≤ 20

30 + 5(x− 20), x > 20
；35 GB→ 30 + 5× 15 = 105元。

B8：设提价 x元，y = (40 + x)(80− x) = −x2 + 40x+ 3200，顶点 x = 20→定价 110元，最
大日利润 y = 60× 60 = 3600元。

B9：入水 h = 0→−5t2+4t+10 = 0→ t =
2 +

√
54

5
≈ 1.87 s（取正根）；最高点 t =

−4

2× (−5)
=

0.4 s，hmax = −5× 0.16 + 4× 0.4 + 10 = 10.8 m。

C10：偶函数 → f(−3) = f(3)，f(−4) = f(4)；在 [0,+∞) 递减 → f(2) > f(3) > f(4) →
f(2) > f(−3) > f(−4)。

C11：对称轴 x = a。(1) a < 0：最小值在 x = 0取，g(a) = 3；(2) 0 ≤ a ≤ 2：g(a) = 3− a2；

(3) a > 2：最小值在 x = 2取，g(a) = 7− 4a。

第 47页



第 48页



第四章 暴涨与压缩的世界：指数函数与对
数函数

章首情境

4.1 指数：谁自乘 n 次等于 a？

你折过纸、翻过倍，可要是有人问你：“几的 3次方等于 8？”你脱口而出“2”。再问：“几
的 5次方等于 32？”你想想，“2”。那“几的 4次方等于 16？”答案变成两个：2和−2——麻烦

来了。这一节，我们要把“谁自乘 n次等于 a”这件事讲得明明白白，还会发现：开方和“几

分之几次方”，其实是同一件事。

4.1.1 n次方根与分数指数幂

学习目标

• 理解 n次方根的概念，会求正数的 n次方根；

• 掌握分数指数幂的定义，能进行根式与分数指数幂的互化。

前置复习（Be Prepared）

• 口算：23、34、(−2)2、(−2)3分别等于多少？

• 平方根与立方根：x2 = 9的解是？x3 = 8的解是？

• 幂的运算法则：am · an = ，(am)n = （m、n为正整数）。

情境引入：细胞分裂的逆向问题

细菌每 30分钟分裂一次，n次分裂后数量为 2n。若分裂 3次，数量 23 = 8；那么反过来

——数量达到 8时，经历了几次分裂？这相当于解方程 2n = 8，即求“2的几次方等于 8”。这
个“几次方”，数学上叫对数，正是本章 4.3的主角。而在此之前，我们要先把“幂”本身研
究透彻。

n次方根的定义
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一般地，如果 xn = a（n > 1，n ∈ N∗），那么 x叫做 a的 n次方根。

关于 n次方根，奇偶性决定了根的存在形式——你只需记住：奇数次“一锤定音”，偶数
次“成双成对”：

条件 a > 0 a = 0 a < 0

n为奇数 正数 a的 n次方根是正数，如 3
√
8 = 2 0 负数 a的 n次方根是负数，如 3

√
−8 = −2

n为偶数 两个互为相反数的根，记 n
√
a与 − n

√
a，如 4

√
16 = 2 0 不存在实数根（偶次方必非负）

我们把式子 n
√
a叫做根式，这里 n叫做根指数，a叫做被开方数。

根式的性质

( n
√
a)n = a

当 n为奇数时， n
√
an = a；当 n为偶数时， n

√
an = |a|=

a, a ≥ 0

−a, a < 0
。

分数指数幂

正数的正分数指数幂为

a
m
n = n

√
am (a > 0, m, n ∈ N∗, n > 1)

正数的负分数指数幂与正分数指数幂互为倒数：

a−
m
n =

1

a
m
n

(a > 0, m, n ∈ N∗, n > 1)

How To：根式与分数指数幂互化

• 看分母：分数指数的分母就是根式的根指数；

• 看分子：分数指数的分子是被开方数的幂指数；

• 处理负号：负指数先取倒数。

例如 8
2
3 =

3
√
82 = 3

√
64 = 4。通常先开方再乘方更简单：( 3

√
8)2 = 22 = 4。

例题 4.1

（求 n次方根与分数指数幂的值）

求下列各式的值：

（1） 3
√
−27；　（2） 4

√
16；　（3）27

2
3；　（4）16−

3
4；　（5）

√
(−5)2。
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解：（1）因为 (−3)3 = −27，所以 3
√
−27 = −3——奇次根下负数出负数。（2）因为 24 = 16，

所以 4
√
16 = 2（偶次根取正的）。（3）先开方再乘方：27

2
3 = ( 3

√
27)2 = 32 = 9。（4）先取倒数：

16−
3
4 =

1

16
3
4

=
1

(
4
√
16)3

=
1

23
=

1

8
。（5）偶次根号吞次方要加绝对值：

√
(−5)2 = |−5|= 5。

Try It 4.1：求值： 5
√
−32、 4

√
81、8

2
3、
(
1

4

)− 3
2

。

例题 4.2

（用运算性质化简）

化简下列各式（字母均取使式子有意义的正数）：

（1）a
1
2 · a 3

2；　（2）
a

2
3

a
1
3

；　（3）(a
1
3 b

1
2 )6；　（4） 3

√
a2 · 4

√
a3。

解：核心是把根式写成分数指数幂，再用指数运算法则——同底数幂相乘指数相加、相除指
数相减、乘方指数相乘。

（1）a
1
2 · a 3

2 = a
1
2
+ 3

2 = a2。（2）
a

2
3

a
1
3

= a
2
3
− 1

3 = a
1
3。（3）(a

1
3 b

1
2 )6 = a

1
3
×6 · b 1

2
×6 = a2b3。（4）

3
√
a2 · 4

√
a3 = a

2
3 · a 3

4 = a
2
3
+ 3

4 = a
17
12。

Try It 4.2：化简：x
1
2 · x− 1

4、
b

3
2

b
1
2

、(x
2
3y−

1
2 )3。

Q&A

• 问：为什么规定 a > 0才讨论分数指数幂？

答：若底数为负，分数指数可能无意义或产生歧义。比如 (−8)
1
3 与 (−8)

2
6：前者 = −2，后者

= 6
√
64 = 2，同一个数却得不同结果。为避免混乱，约定底数为正。

• 问： n
√
an = a什么时候不加绝对值？

答：n为奇数时不加（如 3
√
(−2)3 = −2）；n为偶数时加（如

√
(−2)2 = 2）。

数学视野：为什么要有分数指数幂？古代数学家把平方根、立方根当成完全不同的“怪物”，
运算起来要背一大堆口诀。直到 17世纪，数学家发现“ 3

√
a2”可以写成“a2/3”——根号不过

是“几分之几次方”而已。用一个统一记号征服一群特例，这正是代数语言的力量。

想一想：(−8)
1
3 在 a > 0的约定下“没有意义”，但 3

√
−8 = −2明明存在。你认为这矛盾吗？（提

示：约定是为了规则统一，遇到奇次根下的负数可以直接用根式处理）

4.1.2实数指数幂及其运算性质

学习目标

• 了解无理数指数幂的意义（用有理数逼近）；

• 掌握实数指数幂的运算性质。
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前置复习：
√
2 = 1.41421356 . . .是什么数？你能说出它的小数部分规律吗？

无理数指数幂

2
√
2是什么意思？

√
2不是分数，不能用“开根号”直接解释。办法是逼近：

取
√
2的不足近似值：1.4、1.41、1.414、1.4142、⋯⋯计算 21.4、21.41、21.414、21.4142、⋯⋯

r 1.4 1.41 1.414 1.4142 1.41421

2r 2.639 2.657 2.664 2.665 2.665

这些数越来越接近同一个确定的值（约 2.665）。数学上就规定：2
√
2 就是这些 2r 的极限

值。一般地，无理数指数幂用有理数指数幂逼近来定义，且原有的运算性质对实数指数幂全
部适用。

实数指数幂的运算性质

设 a > 0，b > 0，r、s为任意实数，则：

ar · as = ar+s, (ar)s = ars, (ab)r = arbr

Try It 4.3：计算：2
√
3 · 22

√
3 · 2−2

√
3；　 (π

1
2 )

1
2 · π− 1

4；　 3
√
2 · 31−

√
2；　 (22

√
3)

√
3。（提示：把

带根号的指数当“字母”，只做指数部分的加减乘除）

学习提示：指数运算四步自查——(1)底数是否化为正；(2)根式是否已写成分数指数幂；(3)
指数加减、乘除、乘方是否用对法则（乘法变指数相加、除法变指数相减）；(4)最后结果里
a0 = 1（a 6= 0）别忘。

练一练：计算
(
9

4

) 1
2

· 8 2
3。（提示：

(
9
4

)1/2
= 3

2
，82/3 = 4）

本节练习（答案见章末）

• 把下列根式与分数指数幂互化：a
3
4、 5

√
b2；并求值：32

3
5、100−

3
2。

• 化简（字母均取正数）： 3
√
a ·

√
a；　

4
√
b5

3
√
b2
；　

(
x

1
2

y
1
3

)4

。

• 开普勒第三定律：行星公转周期 T（年）与轨道半径 r（天文单位 AU）满足 T = r
3
2。已

知某颗行星的轨道半径 r = 4 AU，求它的公转周期。

• 化简：
(

3
√
a2 · 4

√
a
)2
。

• 逐一计算并说明下列四个式子为何不同：(−2)2、−22、(−2)−2、2−2。（提示：负号在括号

里、括号外，以及指数为负时，位置不同结果就不同）
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4.2 指数函数：翻倍翻倍再翻倍

你往游戏里充 1个币，好友跟你说：“这赛季的福利是每天翻倍！”第 1天 2个，第 2天 4
个，第 10天 1024个。可你有没有想过：只要把“每天翻倍”换成“每天乘 1.5”，曲线就从
“冲上天”变成“慢慢爬”——差在哪？全差在底数。指数函数的脾气都藏在底数 a里：a > 1

一路雪崩式暴涨，0 < a < 1一路压缩式衰减。这一节，我们就来认识这个“翻倍翻倍再翻倍”

的家伙。

4.2.1指数函数的概念

学习目标

• 理解指数函数的概念，能辨析指数函数与幂函数；

• 能由指数函数的形式求出参数并求函数值。

前置复习：幂函数 y = x2中“变”的是底数还是指数？反过来说，y = 2x呢？

情境引入：细胞分裂再探究

细菌每 30分钟分裂一次。若初始有 1个细菌，x小时后细菌数为 y。x小时含 2x个“半

小时”，所以

y = 22x = 4x

这个函数中，底数 4是常数，指数 x是自变量——这就是指数函数。相比之下，幂函数
y = x2是底数变、指数不变。二者形似而质异，认错人就会掉进“到底谁在变”的坑：x扛在
肩膀上的是指数函数，x坐在底下当底座的是幂函数。

指数函数的定义

一般地，函数 y = ax（a > 0，且 a 6= 1）叫做指数函数，其中 x是自变量，定义域为 R。

例题 4.3

（指数函数的概念与解析式）

（1）下列函数中，哪些是指数函数？

(1) y = 3x；　 (2) y = x3；　 (3) y = (−2)x；　 (4) y = πx；　 (5) y = 2x + 1。

（2）已知指数函数 f(x) = ax的图象经过点 (2, 9)，求 f(3)、f(−1)。

解：（1）逐一对照定义 y = ax（a > 0，a 6= 1）：(1)是——底数 3 > 0，指数是自变量；(2)
不是——这是幂函数（底数是自变量，指数是常数 3）；(3)不是——底数 −2 < 0，不满足底

数为正；(4)是——π是正数且不等于 1；(5)不是——解析式多了一项 +1，不是 ax的标准形

式。（2）把点代入：a2 = 9。因为 a > 0，所以 a = 3。故 f(x) = 3x。f(3) = 33 = 27；f(−1) =

3−1 =
1

3
。

第 53页



Try It 4.4：（1）下列哪些是指数函数？y = 4−x、y = x
1
2、y = 0.5x、y = 23x。（提示：4−x =(

1
4

)x，23x = 8x）（2）已知指数函数 f(x) = ax过点
(
3,

1

8

)
，求 f(0)与 f(−2)。

4.2.2指数函数的图象和性质

学习目标

• 会画指数函数 y = ax的图象，掌握底数变化时图象的变化规律；

• 理解并运用指数函数的单调性、过定点等性质；

• 能利用指数函数性质比较大小、求简单指数型函数的值域。

前置复习：函数 y = 2x与 y =

(
1

2

)x

有什么关系？（提示：
(
1
2

)x
= 2−x）

情境引入：一次性画两张图

用描点法画出 y = 2x与 y =

(
1

2

)x

的图象：

x −2 −1 0 1 2 3

2x
1

4

1

2
1 2 4 8(

1

2

)x

4 2 1
1

2

1

4

1

8

观察发现：y = 2x从左到右一路攀升（单调递增），y =

(
1

2

)x

一路下滑（单调递减）；两

条曲线都过点 (0, 1)，都贴着 x轴却永不接触。

指数函数的图象与性质

y = ax（a > 1） y = ax（0 < a < 1）

图象 过 (0, 1)，单调递增，向上翘 过 (0, 1)，单调递减，向下趴
定义域 R R
值域 (0,+∞) (0,+∞)

过定点 (0, 1) (0, 1)

单调性 在 R上单调递增 在 R上单调递减
渐近线 x轴（y = 0） x轴（y = 0）

How To：用指数函数单调性比较大小

• 把两数写成同一底数的两个函数值（如 20.3与 21.7）；

• 判断底数大于 1还是小于 1，确定单调性；

• 比较指数大小，套用单调性下结论；

• 若底数不同，找中间量 0或 1过渡（如 20.3 > 1，而 0.32 < 1）。
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例题 4.4

（指数函数比较大小）

比较下列各组数的大小：

（1）21.3与 21.7；　（2）0.80.5与 0.8−0.2；　（3）20.3与 0.32。

解：（1）底数 2 > 1，y = 2x 单调递增。因 1.3 < 1.7，故 21.3 < 21.7。（2）底数 0.8 ∈ (0, 1)，

y = 0.8x单调递减。因 0.5 > −0.2，故 0.80.5 < 0.8−0.2。（3）底数不同，找中间量：20.3 > 20 =

1（底 2 > 1递增）；0.32 = 0.09 < 1。故 20.3 > 1 > 0.32，即 20.3 > 0.32。

Try It 4.5：比较：0.40.3与 0.40.7；　 1.7−0.2与 1.70.3；　 0.90.1与 1.10.1。

Try It 4.6：求函数 y = 2x在区间 [−1, 2]上的值域；再求 y =

(
1

2

)x

在 [0, 3]上的值域。

Q&A

• 问：为什么 y = ax的值域是 (0,+∞)，取不到 0？

答：正数的任何次方都是正数——再小也大于 0。图象贴着 x轴无限逼近却永不接触，这条 x

轴就叫水平渐近线。

• 问：指数函数为什么都过 (0, 1)？

答：因为任何非零数的 0次方都是 1，即 a0 = 1，所以 x = 0时函数值恒为 1。

技术应用：用 GeoGebra输入 y = ax并拖动参数 a。观察：当 a从 0.1增大到 1，图象“由趴

变直”；当 a从 1增大到 10，图象“越来越陡”。特别注意 a = 1时图象是一条水平直线——

这就是定义中排除 a = 1的原因。亲手拖一次参数，胜过背十遍性质表。

想一想（真实情境）：某手机 App用户数第一年为 1000万，若每年增长 30%，第 t年用户数

为 y = 1000× 1.3t（万）。请估计：第 5年用户数约多少？（1.35 = 3.71293，约 3713万）这类
“每年按固定比例增长”的问题，为什么不能用一次函数描述？

练一练：判断：y = ax与 y = a−x的图象关于 y轴对称吗？关于 x轴对称吗？（提示：a−x是

把 x换成 −x，看图试试）

本节练习（答案见章末）

• 已知指数函数 g(x) = ax的图象经过点
(
2,

1

16

)
，求 a，并求 g(0)与 g(−3)。

• 比较下列各组数的大小：30.4与 30.6；　 0.5−0.3与 0.50.2；　 1.20.5与 0.80.5。

• 某城市投放共享单车 20000辆，每月投放量增长 50%，t个月后投放量为 y = 20000×1.5t。

求第 3个月后的投放量。

• 求函数 y = 3x在区间 [−2, 1]上的值域。

• 在同一坐标系中比较 y = 2x与 y = 3x的图象：当 x = −1时，哪个函数的图象在上方？（提

示：先算 2−1与 3−1，再想想“底越大曲线越靠上”这句话在 x < 0一侧还成立吗）
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4.3 对数：问出“3 的几次方等于 81”

“3的几次方等于 81？”——你数着指头就能答出 4。可要是换成“2的几次方等于 10？”
你卡壳了，但答案确实存在（约 3.322）。数学的规矩是：凡是反复出现的问法，就给它一个
名字、一个记号，于是对数诞生了。你可以把对数理解成“问指数”——它不是在算新东西，
只是把“问了几次方”这句话写成了 log。这一节，我们把“问指数”变成你的第二本能。

4.3.1对数的概念

学习目标

• 理解对数的概念，掌握对数式与指数式的互化；

• 掌握常用对数 lg、自然对数 ln及基本恒等式。

前置复习：23 = 8中，哪个数是底数、哪个是指数？把“2的几次方等于 8”翻译成一个数学

表达式。

情境引入：指数的“逆向开关”

我们知道 23 = 8。现在问：2的多少次方等于 8？答案当然是 3。再问：2的多少次方等
于 10？这次说不出整数了，但答案确实存在（约 3.322）。为了把这个“多少次方”变成一个

能写、能算的数，数学上发明了记号——对数。

对数的定义

一般地，如果 ax = N（a > 0，且 a 6= 1），那么数 x叫做以 a为底 N 的对数，记作

x = loga N

其中 a叫做对数的底数，N 叫做真数。

两个常用对数

• 以 10为底的对数叫常用对数，记作 lgN（即 log10 N）；

• 以 e（e ≈ 2.71828）为底的对数叫自然对数，记作 lnN（即 loge N）。

对数恒等式

loga 1 = 0, loga a = 1, aloga N = N, loga a
x = x

How To：指数式与对数式互化

• 找“底”：指数式的底 a就是对数式的底 a；

• 找“幂”：指数式的幂 N 是对数式的真数；
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• 找“指数”：指数式的指数 x是对数式的对数值。

即 ax = N ⇐⇒ x = loga N。口诀：底不变，幂变真数，指数变对数。

例题 4.5

（指数对数互化与求值）

（1）把下列指数式写成对数式：25 = 32；　
(
1

3

)−2

= 9。（2）求值：log3 81、lg 0.01、ln e、

2log2 7。

解：（1）25 = 32 ⇒ log2 32 = 5；
(
1

3

)−2

= 9 ⇒ log 1
3
9 = −2。（2）log3 81：问 3的几次方等于

81，34 = 81，故 log3 81 = 4；lg 0.01：10−2 = 0.01，故 lg 0.01 = −2；ln e：e1 = e，故 ln e = 1；

2log2 7：由恒等式 aloga N = N，得 2log2 7 = 7。

Try It 4.7：（1）把 log3 27 = 3写成指数式；（2）求值：log2 8、lg 0.001、ln 1、5log5 3。

Q&A

• 问：对数能取负值吗？

答：能。log2
1

4
= −2，因为 2−2 =

1

4
。对数可以是任何实数，但真数必须大于 0——loga N 中

要求 N > 0（负数和 0没有对数）。

• 问：ax = N 中 a > 0且 a 6= 1，那 N 一定是正数吗？

答：是。正数的任何实数次方都大于 0，所以真数 N > 0是硬约束——这是对数函数定义域
问题的源头。

数学视野：16世纪末，天文学家被繁琐的乘法折磨——要算 1.414 × 1.732这样的小数乘积。

苏格兰数学家纳皮尔发明了对数：把乘法变成加法（lg a + lg b = lg(ab)），从而 a × b可以查

表先取对数、相加、再还原。当时的人们惊叹：“对数把几个月的工作缩短为几天。”拉普拉

斯后来说：“对数的发明，等于把天文学家的寿命延长了一倍。”

想一想：为什么说“负数和 0没有对数”？（提示：回看 ax = N，正数的任意次方可能为负或

0吗？）

4.3.2对数的运算

学习目标

• 掌握对数的运算性质（积、商、幂的对数）；

• 掌握换底公式，能用常用对数进行换底运算。

前置复习：lg 2 + lg 5与 lg(2× 5) = lg 10 = 1，你猜 lg 2 + lg 5是多少？

情境引入：查表时代的口算魔术
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在没有计算器的年代，要算 7.2×8.5，数学家先查对数表：lg 7.2 ≈ 0.8573，lg 8.5 ≈ 0.9294，

相加得 1.7867，再反查得 61.2。乘法被“降维”成了加法。为什么能这么干？因为有对数的运
算性质。

对数的运算性质

如果 a > 0，a 6= 1，M > 0，N > 0，那么

loga(MN) = loga M + loga N

loga
M

N
= loga M − loga N

loga M
n = n loga M (n ∈ R)

换底公式

loga b =
logc b

logc a
(a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0, c 6= 1)

特别地，loga b =
lg b

lg a
或 loga b =

ln b

ln a
。

How To：对数式化简求值

• 观察真数能否分解成同底数的幂（如 12 = 4× 3，
1

8
= 2−3）；

• 用“乘变加、除变减、幂变系数”拆开或合并；

• 套用 loga 1 = 0、loga a = 1收尾。

例题 4.6

（对数运算性质化简求值）

求下列各式的值：

（1）lg 2 + lg 5；　（2）log3 45− log3 5；　（3）2 lg 3 + lg 4；　（4）log2 3 · log3 4。

解：（1）lg 2 + lg 5 = lg(2 × 5) = lg 10 = 1。（2）log3 45 − log3 5 = log3
45

5
= log3 9 = 2。（3）

2 lg 3 + lg 4 = lg 32 + lg 4 = lg 9 + lg 4 = lg 36。继续：36 = 62，故 lg 36 = 2 lg 6。（4）log2 3 ·
log3 4 =

lg 3

lg 2
· lg 4
lg 3

=
lg 4

lg 2
=

2 lg 2

lg 2
= 2。

Try It 4.8：求值：lg 25 + lg 4；　 log5 75− log5 3；　 log8 4；　 log2 5 · log5 8。

学习提示：对数运算的“三大陷阱”——(1) loga M + loga N 6= loga(M + N)；(2) loga(MN)

不能拆成 loga M · loga N；(3)
loga M

loga N
6= loga

M

N
（除法没有分配律）。每次用性质前，先看结

构是否符合公式左边。
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练一练：化简 lg
√
5 + lg

√
20。（提示：lg

√
5 =

1

2
lg 5，lg

√
20 =

1

2
lg 20）

本节练习（答案见章末）

• 把 3−4 =
1

81
写成对数式；把 log0.5 16 = −4写成指数式；并求值：log5 125、ln

1

e
。

• 化简求值：lg 5 + lg 20；　 log5 10− log5 2；　 log4 8。

• 化学中溶液的酸碱度用 pH = − lg[H+]表示（[H+]为氢离子浓度，单位 mol/L）。某饮料
的 [H+] = 2× 10−4 mol/L，求该饮料的 pH值（lg 2 ≈ 0.3）。

• 已知 log3 2 = a，用 a表示 log3 8与 log2 9。

• 解方程 log2(x + 1) + log2 x = 1。算出 x的值后，务必代回检验真数是否都大于 0——若

某同学得到两个解都敢写进答案，他漏了什么？

• 判断正误：log2(3 + 5)与 log2 3 + log2 5相等吗？再判断：log2(4× 2)与 log2 4 + log2 2相

等吗？对比这两个式子，你能说出“乘法变加法”到底是对谁生效的吗？

• 计算并比较：log2
8

2
与

log2 8

log2 2
；再算 log2 4

3与 (log2 4)
3。哪一对相等、哪一对不相等？若

你不小心写反了，问题出在哪条运算性质？

4.4 对数函数：从“涨了多少”倒推“涨了多久”

细菌翻着倍地涨，第 6次分裂后有 64个。反过来，数到 64个，你立刻知道经历了 6次分
裂——这“倒着读账本”的功夫，就是对数的活。指数函数回答“时间到了有多少”，对数函
数回答“有多少就说明过了多久”。一个正着念，一个倒着念，念的是同一本账。这一节，我

们把“倒着念”练熟，还会发现它对面站着一面奇妙的“镜子”——指数函数。

4.4.1对数函数的概念

学习目标

• 理解对数函数的概念，掌握其与指数函数的关系；

• 会求对数型函数的定义域。

前置复习：y = 2x与 x = log2 y是同一个关系吗？把 y = 2x中的 x、y互换，得到什么函数？

情境引入：从“数量”倒推“时间”

细菌数量 N = 2t（t为分裂次数）。若某时刻数到 N = 64个，经历了几次分裂？解 2t =

64得 t = 6。更一般地，已知数量N，求分裂次数 t，得到 t = log2 N——把N 当自变量，t当

函数值，这就是对数函数。

对数函数的定义

第 59页



一般地，函数 y = loga x（a > 0，且 a 6= 1）叫做对数函数，其中 x是自变量，定义域为

(0,+∞)。

How To：求对数型函数的定义域

• 真数部分必须大于 0：loga(□)中 □ > 0；

• 若有分母，分母不为 0；若有偶次根号，根号内非负；

• 把约束联立解不等式。

例题 4.7

（对数函数的概念与定义域）

（1）下列哪些是对数函数？y = log2 x、y = logx 2、y = log2(x+1)、y = log3 x。（2）求函
数 f(x) = log3(2x− 1)的定义域。

解：（1）y = log2 x与 y = log3 x是对数函数（底为常数且不等于 1，真数为自变量 x）；y =

logx 2的底数是自变量，不是对数函数；y = log2(x + 1)的真数是 x + 1，不是标准对数函数

（是“对数型”函数）。（2）真数必须大于 0：2x− 1 > 0 ⇒ x >
1

2
。定义域为

(
1

2
,+∞

)
。

Try It 4.9：求函数 g(x) = log2(3− x) +
1√
x
的定义域。

4.4.2对数函数的图象和性质

学习目标

• 会画对数函数图象，掌握底数变化时图象的变化规律；

• 理解并运用对数函数的单调性、过定点等性质；

• 能利用性质比较大小、解简单对数不等式。

前置复习：y = 2x与 y = log2 x的图象关于哪条直线对称？y =

(
1

2

)x

的反函数是谁？

情境引入：照镜子

既然 y = 2x 与 y = log2 x互为反函数，它们的图象就关于直线 y = x对称。于是指数函
数的图象“翻个跟头”，就得到对数函数的图象：过 (0, 1)变成过 (1, 0)，水平渐近线变成竖直
渐近线 x = 0。
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x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 4.1: 指数函数与对数函数的图象：y = 2x 过 (0, 1) 递增，y = log2 x 过 (1, 0) 递增，二者互

为反函数

对数函数的图象与性质

y = loga x（a > 1） y = loga x（0 < a < 1）

图象 过 (1, 0)，单调递增，向右伸展 过 (1, 0)，单调递减，向下垂
定义域 (0,+∞) (0,+∞)

值域 R R
过定点 (1, 0) (1, 0)

单调性 在 (0,+∞)上单调递增 在 (0,+∞)上单调递减
渐近线 y轴（x = 0） y轴（x = 0）

例题 4.8

（对数函数比较大小与解不等式）

（1）比较大小：log2 1.5与 log2 2.5；　 log0.5 2与 log0.5 3。（2）解不等式：log2 x > 3。

解：（1）y = log2 x底数 2 > 1递增，1.5 < 2.5，故 log2 1.5 < log2 2.5；y = log0.5 x底数 0.5 ∈
(0, 1)递减，2 < 3，故 log0.5 2 > log0.5 3。（2）log2 x > 3 = log2 8，底数 2 > 1递增，故 x > 8。

又真数 x > 0已满足，解集为 (8,+∞)。

Try It 4.10：比较 log3 0.8与 log3 1.2；解不等式 log 1
2
x ≤ 2。

Try It 4.11：求 f(x) = log2 x在 [2, 8]上的值域；再求 f(x) = log 1
3
x在

[
1

3
, 9

]
上的值域。

Q&A

• 问：指数函数与对数函数为什么要“配对”学？
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答：它们是同一关系（ax = N）的两副面孔。指数函数的图象沿 y = x翻折就是对数函数图

象，底数对单调性的影响规律也完全对称：同增同减。分开学容易忘，配对学一遍记住两边。

• 问：loga x的定义域为什么是 (0,+∞)而不是 R？

答：因为对数式 loga x要求真数 x > 0。反过来看，指数函数 y = ax 的值域恰好是 (0,+∞)

——定义域与值域在互逆变换下互换。

探究活动：在同一坐标系中画出 y = log2 x、y = log3 x、y = log 1
2
x的图象。观察并讨论：(1)

三个图象都过哪个点？(2)底数大于 1时，底数越大图象越“躺”还是越“立”？(3)底数互为
倒数（2与

1

2
）的两条曲线有什么关系？把你的结论与指数函数的对应结论对照，写下“指对

规律对照表”。

技术应用：用 GeoGebra拖动对数函数 y = loga x中的 a，同时显示对应指数函数 y = ax的图

象。验证：两图象关于直线 y = x对称。再试 a = 1附近，观察图象如何“塌陷”成一条竖线

——这就是定义中排除 a = 1的直观原因。

想一想（真实情境）：地震震级采用对数标度：震级M = lg
I

I0
（I 为地震振幅，I0 为基准振

幅）。请回答：(1)震级 5级地震的振幅是 4级的多少倍？(2)震级每增加 1级，振幅变为原来

的 10倍还是 100倍？（提示：lg
I2
I1

= M2 −M1）

练一练：判断对错——“y = loga x与 y = log 1
a
x的图象关于 x轴对称。”（提示：log 1

a
x =

lg x

lg 1
a

= − loga x）

本节练习（答案见章末）

• 求函数 f(x) = log2(4− x) + lg(x+ 1)的定义域。

• 比较大小：log3 2与 log3 5；　 log0.4 3与 log0.4 2；　 log2 0.5与 0。

• 解不等式：log0.5(x− 1) > −2。

• 声音的强弱用分贝（dB）表示，D = 10 lg
I

I0
（I 为声强，I0为基准声强）。某公共场所的

噪声 I = 104I0，求对应的分贝数；若噪声声强变为原来的 10倍，分贝数增加多少？

• 已知对数函数 f(x) = loga x的图象经过点 (4, 2)，求 a，判断 f(x)在 (0,+∞)上的单调

性，并比较 f(0.5)与 f(3)的大小。

• 求函数 y = log 1
2
(x2 − 4x + 3)的定义域，并指出它的单调递增区间。（提示：先解 x2 −

4x+3 > 0得定义域；内层二次函数与外层对数函数一减一增，用“同增异减”判断，注

意别把定义域外的区间写进去）

4.5 函数的应用（二）：把解不出的方程“夹”出来

你有没有玩过“猜价格”的游戏？主持人只说“高了、低了”，你每次取中间数，几轮就

能把价格猜个八九不离十。可要是有人让你解 x3 − 2x − 5 = 0——它没有求根公式，方程也
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“不开口说话”。怎么办？用猜价格的办法：先在图象上找到根躲在哪段区间，再把区间一次
次对半砍，把根“夹”出来。这一节我们还要看看，指数、对数、一次函数三种“长法”，哪
个才是现实问题该用的模型。

4.5.1函数的零点与二分法

学习目标

• 理解函数零点的概念，会用零点存在性定理判断零点存在；

• 理解二分法的原理，能用二分法求方程的近似解。

前置复习：解方程 x2 − 3x+2 = 0。你能画出 f(x) = x2 − 3x+2的草图吗？它与 x轴交在哪？

情境引入：机器上的“打不出根”的方程

很多方程像 x3 − 2x− 5 = 0一样，没有公式可以直接求根。但工程上只需要“够用”的
近似值。怎么办？一个朴素的想法：先在图象上找到“一根曲线从 x轴上方穿到下方”的位

置——方程的解就在那段区间里。然后把区间不断对半砍，就能把解“夹”出来。

函数的零点

对于函数 y = f(x)，使 f(x) = 0 的实数 x 叫做函数的零点。这里藏着一个坑：零点是
“数”，不是“点”——它记的是横坐标，不是那个和 x轴相交的小圆点。方程 f(x) = 0的实

数解、函数 y = f(x)的零点、图象与 x轴交点的横坐标，三者是同一件事。

零点存在性定理：如果函数 y = f(x)在区间 [a, b]上的图象是连续不断的一条曲线，并且 f(a) ·
f(b) < 0，那么函数在区间 (a, b)内有零点。

二分法：每次取区间中点m，计算 f(m)，用它把区间切成两半，判断零点在哪一半，反复进

行，直到区间长度小于要求的精确度。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 4.2: 函数 f(x) = ln x + x − 2 的图象与零点：零点被“夹”在 (1, 2) 内，用二分法不断对

半逼近
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How To：用二分法求方程近似解（精确到 ε）

• 把方程化为 f(x) = 0，找区间 [a, b]使 f(a) · f(b) < 0；

• 取中点m =
a+ b

2
，计算 f(m)；

• 若 f(m) = 0，则 m即零点；若 f(a) · f(m) < 0，零点在 (a,m)，令 b = m；否则零点在

(m, b)，令 a = m；

• 重复 2–3，直到 |a− b|< ε，取中点作为近似解。

例题 4.9

（二分法求近似解）

用二分法求方程 x2 − 3 = 0在区间 [1, 2]上的近似解（精确到 0.1）。

解：设 f(x) = x2 − 3。f(1) = −2 < 0，f(2) = 1 > 0，f(1) · f(2) < 0，零点在 (1, 2)。

次数 区间 中点m f(m) 新区间

1 (1, 2) 1.5 −0.75 < 0 (1.5, 2)

2 (1.5, 2) 1.75 0.0625 > 0 (1.5, 1.75)

3 (1.5, 1.75) 1.625 −0.3594 < 0 (1.625, 1.75)

4 (1.625, 1.75) 1.6875 −0.1523 < 0 (1.6875, 1.75)

此时区间 (1.6875, 1.75)长度 0.0625 < 0.1，取中点m = 1.71875，故近似解为 x ≈ 1.7。

Try It 4.12：用二分法求方程 x3 − 2 = 0在 [1, 2]上的近似解（精确到 0.25，做 3次即可）。

Q&A

• 问：f(a) · f(b) < 0能推出零点唯一吗？

答：不能，只能推出至少有一个零点。图象可能穿过 x轴多次。要保证唯一，还需函数在区

间上单调。

• 问：二分法一次能精确到多少？

答：初始区间长 b− a，二分 k次后区间长
b− a

2k
。要求精确到 ε，需 2k ≥ b− a

ε
。

想一想：f(x) = lg x+ x− 2在 (1, 2)上有零点吗？（提示：f(1) = −1，f(2) = lg 2 ≈ 0.301 >

0）你能不用计算器，估计这个零点在 (1.5, 2)还是 (1, 1.5)吗？

4.5.2函数模型及其应用

学习目标

• 掌握指数增长、对数增长模型的基本形式；
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• 能用指数、对数函数模型刻画实际问题并求解。

前置复习：复利公式：本金 P，年利率 r，按年复利，t年后本息和 A = 。

情境引入：三种“长法”的对比

把 100元存进三只不同的“账户”，t年后的金额分别按三种规律变化：

模型 解析式 特征

一次（线性） y = 100 + 20t 每年加固定数，匀速增长
指数 y = 100× 1.2t 每年乘固定倍数，越涨越快
对数 y = 100 + 20 lg t 前期快后期慢，越涨越慢

前 5年指数型与线性型差不多，20年后指数型遥遥领先，而对数型适合描述“快速增长
后趋于饱和”的现象（如传染病的累计确诊、物体冷却接近室温）。选对模型，是数学建模的
第一步。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 4.3: 复利与单利增长对比：本金 1000 元，复利按每年乘 1.05 增长，单利按每年加 50 元
增长，30 年后差距逐渐拉开

常见增长模型

• 指数增长：y = y0 · akt（a > 1，k > 0），刻画细菌繁殖、复利、人口增长；

• 指数衰减：y = y0 · a−kt，刻画放射性衰变（半衰期）、药物代谢；

• 对数增长：y = a lg t+ b，刻画震级、分贝、信息量。
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例题 4.10

（复利模型与半衰期模型）

（1）小李把压岁钱 1万元存入银行，年利率 4%，按年复利计算。请问：10年后本息和约

是多少元？（1.0410 ≈ 1.4802）（2）某放射性元素半衰期为 5年，现测得某样品中该元素含量

为原来的 12.5%，求该样品已存在多少年。

解：（1）复利模型：每年末金额 =上年金额 ×(1 + 4%)，故 t年后 A = 10000× 1.04t。t = 10：

A = 10000×1.0410 ≈ 10000×1.4802 = 14802（元）。答：约 14802元，比单利（10000+10000×

4%× 10 = 14000元）多约 800元。（2）半衰期模型：y = y0 ·
(
1

2

) t
5

。令
(
1

2

) t
5

= 0.125 =
1

8
=(

1

2

)3

。同底数幂相等则指数相等：
t

5
= 3，得 t = 15。答：该样品已存在约 15年。

Try It 4.13：（1）某湖泊中藻类面积每 10天翻一番，初始面积为 5平方米。写出面积 S 与天

数 t的函数关系，并求第 30天的面积。（2）承第（1）问：大约多少天后面积达到 320平方

米？（提示：320 = 5× 64，解指数方程）

项目学习（小组任务）：为学校设计一份“人口变化趋势分析报告”。任务：(1)查找你所在城
市近 20年常住人口数据；(2)分别用一次函数 y = a + bt与指数函数 y = y0a

t 拟合数据，画

出两条拟合曲线；(3)用两种模型分别预测 10年后的人口，比较差异并讨论哪种模型更合理
（提示：人口增长率会因政策、经济而变化，纯指数模型长期会失真）；(4)写出报告：含数据
表、拟合图、预测值与理由。选模型、拟合、预测、检验，就是数学建模的完整流程。

想一想（真实情境）：你手机里收到“连续点击红包翻倍，第 10次可得 1024元”的活动广告。
请用指数函数算出：第 1次点击得多少？（210 = 1024，故第 1次是 1元）再想想：如果平台

规定“每天只能点一次”，你真的能拿到 1024元吗？用指数函数看穿营销话术，是本章给你
的一项生活技能。

练一练：某种细菌每 20分钟分裂一次（数量翻倍）。某同学在中午 12:00放了 1个细菌进培养
皿，问她下午 3:00能数到多少个？（提示：3小时 = 9个 20分钟，29 = 512）

本节练习（答案见章末）

• 用零点存在性定理判断：函数 f(x) = x3 − x− 1在区间 (1, 2)内是否有零点？

• 用二分法求方程 x3 + x− 3 = 0在区间 (0, 2)内的近似解（做 3次，写出每次的新区间）。

• 某药物在体内的含量按半衰期规律衰减，已知其半衰期为 6 小时，初始剂量为 400 mg。
写出 t小时后含量 y（mg）的函数关系，并求 6小时、12小时后各剩多少；大约多少小

时后含量降到 50 mg？

• 判断函数 g(x) = lg x + x − 3在区间 (2, 3)内是否有零点？若有，用二分法再二分一次，

指出零点落在哪个子区间内。

• 三个实际问题，请你先判断各用哪种模型（线性/指数），再写出函数式：
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(1)小赵每年往存款账户里固定多存 1000元，第 t年的本金总和 y（元）与 t的关系；(2)小钱
每年把本金乘以 1.05（年利率 5%，复利），第 t年的本息和 y（元）与 t的关系；(3)某种细菌
每 3小时数量变为原来的 8倍，t小时后的数量 y 与 t的关系。（提示：先问自己一句——每

步增加的量是“固定的数”还是“固定的比例”？）

本章回顾

概念地图

·指数与对数（一枚硬币的两面）·指数·n次方根：xn = a → x = n
√
a（偶次根号下非

负）·分数指数幂：am/n = n
√
am·运算性质：aras = ar+s、(ar)s = ars、(ab)r = arbr·指数函

数 y = ax（a > 0, a 6= 1）·定义域 R，值域 (0,+∞)，过 (0, 1)·a > 1增，0 < a < 1减·对数：

x = loga N ⇐⇒ ax = N（真数 N > 0）·运算性质：log(MN) = logM + logN、log
M

N
=

logM − logN、logMn = n logM ·换底公式：loga b =
logc b

logc a
·对数函数 y = loga x（与指数

函数互为反函数）·定义域 (0,+∞)，值域 R，过 (1, 0)·a > 1增，0 < a < 1减；图象关于

y = x与 y = ax对称·应用·二分法：f(a)·f(b)<0→对半夹逼求零点·模型：指数增长/衰减
（复利、半衰期）、对数模型（震级、分贝）

关键公式速查

内容 公式

分数指数幂 a
m
n = n

√
am，a−

m
n =

1

a
m
n

指数运算 aras = ar+s，(ar)s = ars，(ab)r = arbr

指数函数 y = ax，过 (0, 1)，a > 1增、0 < a < 1减
对数定义 x = loga N ⇐⇒ ax = N

对数运算 loga(MN) = loga M + loga N；loga
M

N
= loga M − loga N；loga M

n = n loga M

换底公式 loga b =
logc b

logc a

对数函数 y = loga x，过 (1, 0)，a > 1增、0 < a < 1减
恒等式 aloga N = N；loga 1 = 0；loga a = 1；loga b · logb a = 1

半衰期模型 y = y0

(
1

2

) t
T

（T 为半衰期）

分层练习

A基础层

• 求值： 3
√
64、 4

√
81、

√
(−7)2。

• 化简：a
1
2 · a 1

3 · a 1
6；　

b2

b
3
2

。

• 判断：y = 3x、y = x3、y =

(
1

3

)x

中哪些是指数函数？

• 求值：log3 81、lg 100、ln e2。

• 化简：lg 2 + lg 50；　 log2 6− log2 3。
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• 比较大小：20.2与 20.5；　 log0.5 2与 log0.5 5。

• 求定义域：f(x) = log3(x− 2)。

• 用零点存在性定理判断方程 x3 − 3 = 0在区间 (1, 2)内是否有根。

B应用层

• 某城市人口今年为 500万，若年增长率为 1.2%，写出人口 y（万）与年份 t的函数关系，

并估计 20年后人口。（1.01220 ≈ 1.2696）

• 已知 log2 3 = a，log2 5 = b，用 a、b表示 log2 15与 log2
3

5
。

• 放射性元素每 6年衰变为原来的一半。某文物测得碳含量为原来的 25%，问文物距今多

少年？

• 用二分法求方程 x3 + x− 1 = 0在 (0, 1)内的近似解（精确到 0.25，做 3次）。

C拓展层

• 已知 lg 2 = a，lg 3 = b，用 a、b表示 log2 12。

• 某工厂年产值第一年为 100万元，若年增长率为 p，写出解不等式 100(1 + p)t ≥ 400（翻

两番）的求解思路。

参考答案（章末集中）

Try It即时练习答案

• 4.1： 5
√
−32 = −2； 4

√
81 = 3；8

2
3 = 4；

(
1

4

)− 3
2

= 4
3
2 = 8。

• 4.2：x
1
2 · x− 1

4 = x
1
4；

b
3
2

b
1
2

= b；(x
2
3y−

1
2 )3 = x2y−

3
2 =

x2

y
3
2

。

• 4.3：2
√
3 · 22

√
3 · 2−2

√
3 = 2

√
3（指数相加：

√
3 + 2

√
3 − 2

√
3 =

√
3）；(π

1
2 )

1
2 · π− 1

4 = π
1
4 ·

π− 1
4 = π0 = 1；3

√
2 · 31−

√
2 = 31 = 3；(22

√
3)

√
3 = 22×3 = 26 = 64。

• 4.4：（1）y = 4−x =

(
1

4

)x

、y = 0.5x、y = 23x = 8x是指数函数；y = x
1
2 是幂函数。（2）

a3 =
1

8
=

(
1

2

)3

，a =
1

2
；f(0) = 1，f(−2) =

(
1

2

)−2

= 4。

• 4.5：0.40.3 > 0.40.7（底 0.4 < 1递减，0.3 < 0.7）；1.7−0.2 < 1.70.3（底 $> 1递增）；$0.90.1 <

1 < 1.10.1，故 0.90.1 < 1.10.1。
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• 4.6：y = 2x在 [−1, 2]递增：ymin = 2−1 =
1

2
，ymax = 22 = 4，值域

[
1

2
, 4

]
；y =

(
1

2

)x

在

[0, 3]递减，ymin =

(
1

2

)3

=
1

8
，ymax =

(
1

2

)0

= 1，值域
[
1

8
, 1

]
。

• 4.7：（1）33 = 27。（2）log2 8 = 3；lg 0.001 = −3；ln 1 = 0；5log5 3 = 3。

• 4.8：lg 25 + lg 4 = lg 100 = 2；log5 75− log5 3 = log5 25 = 2；log8 4 =
2

3
；log2 5 · log5 8 =

lg 5

lg 2
· 3 lg 2
lg 5

= 3。

• 4.9：3− x > 0且 x > 0 →定义域 (0, 3)。

• 4.10：log3 0.8 < log3 1.2（底 3 > 1递增）；log 1
2
x ≤ 2 = log 1

2

1

4
，底

1

2
< 1递减，x ≥ 1

4
，

又 x > 0，解集
[
1

4
,+∞

)
。

• 4.11：f(x) = log2 x在 [2, 8]递增，值域 [log2 2, log2 8] = [1, 3]；y = log 1
3
x在

[
1

3
, 9

]
递减，

fmax = log 1
3

1

3
= 1，fmin = log 1

3
9 = −2，值域 [−2, 1]。

• 4.12：f(1) = −1 < 0，f(2) = 6 > 0。第 1 次：中点 1.5，f(1.5) = 1.375 > 0 → 区间
(1, 1.5)；第 2次：中点 1.25，f(1.25) = −0.047 < 0→区间 (1.25, 1.5)；第 3次：中点 1.375，

f(1.375) = 0.60 > 0 →区间 (1.25, 1.375)。区间长 0.125 < 0.25，近似解 x ≈ 1.3。

• 4.13：（1）S = 5 × 2
t
10；t = 30：S = 5 × 23 = 40平方米。（2）5 × 2

t
10 = 320 ⇒ 2

t
10 =

64 = 26 ⇒ t

10
= 6 ⇒ t = 60天。

各节练习答案

• 4.1节：1. a 3
4 =

4
√
a3， 5

√
b2 = b

2
5；32

3
5 = ( 5

√
32)3 = 23 = 8；100−

3
2 =

1

(
√
100)3

=
1

103
=

1

1000
。2. a 1

3 ·a 1
2 = a

5
6；

b
5
4

b
2
3

= b
7
12；

(
x

1
2

y
1
3

)4

=
x2

y
4
3

。3. T = 4
3
2 = (

√
4)3 = 23 = 8年。4. 3

√
a2 ·

4
√
a = a

2
3
+ 1

4 = a
11
12，平方后 = a

11
6。5. (−2)2 = 4（负号在括号内被平方，得正）；−22 =

−4（负号在括号外，只给 22 加负号）；(−2)−2 =
1

(−2)2
=

1

4
（负指数取倒数，底数仍为

−2）；2−2 =
1

22
=

1

4
（负指数取倒数，底数为 2）。“负号位置”和“取倒数”是两件独立

的事，先各算各的。

• 4.2节：1. a2 =
1

16
，a > 0 → a =

1

4
；g(0) = 1，g(−3) =

(
1

4

)−3

= 64。2. 底 3 > 1递增

→ 30.4 < 30.6；底 0.5 ∈ (0, 1)递减，−0.3 < 0.2→ 0.5−0.3 > 0.50.2；1.20.5 > 1 > 0.80.5，故

1.20.5 > 0.80.5。3. t = 3：y = 20000 × 1.53 = 20000 × 3.375 = 67500辆。4. 3x 在 [−2, 1]

上递增，ymin = 3−2 =
1

9
，ymax = 31 = 3，值域

[
1

9
, 3

]
。5. x = −1时 2−1 =

1

2
，3−1 =

1

3
，

1

2
>

1

3
，故 y = 2x 的图象在上方。结论：在 x < 0一侧，底数越大的指数函数图象反而

越靠下——“底越大越靠上”只在 x > 0一侧成立。
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• 4.3节：1. 3−4 =
1

81
⇒ log3

1

81
= −4；log0.5 16 = −4 ⇒ 0.5−4 = 16；log5 125 = 3；ln

1

e
=

−1。2. lg 5 + lg 20 = lg 100 = 2；log5 10 − log5 2 = log5 5 = 1；log4 8 =
lg 8

lg 4
=

3 lg 2

2 lg 2
=

3

2
。3. pH = − lg(2 × 10−4) = −(lg 2 + lg 10−4) = 4 − lg 2 ≈ 4 − 0.3 = 3.7。4. log3 8 =

log3 2
3 = 3a；log2 9 =

log3 9

log3 2
=

2

a
。5. 先由对数定义知 x > 0且 x+ 1 > 0，即 x > 0。合

并：log2(x
2 + x) = 1，x2 + x = 2，x = 1或 x = −2。代回验真数：x = −2时 x + 1 =

−1 < 0、x = −2 < 0，真数非正应舍去；x = 1时两个真数分别为 2、1，均大于 0。故
方程的解为 x = 1。“算完必须验真数”正是对数方程与普通方程最大的不同。6. 不相等：
log2(3 + 5) = log2 8 = 3，而 log2 3 + log2 5 ≈ 1.585 + 2.322 = 3.907 6= 3。相等：log2(4×
2) = log2 8 = 3，log2 4+ log2 2 = 2+1 = 3。“乘法变加法”只对积的真数生效，loga(M +

N)没有分配律。7. log2
8

2
= log2 4 = 2，而

log2 8

log2 2
=

3

1
= 3，不相等——“除变减”是对

真数的商生效，不是对两个对数值相除。log2 4
3 = 3 log2 4 = 6，而 (log2 4)

3 = 23 = 8，不

相等——幂的指数可以“降为系数”，但不能对整个对数式再乘方。

• 4.4 节：1. 4 − x > 0 且 x + 1 > 0 → 定义域 (−1, 4)。2. 底 3 > 1 递增 → log3 2 <

log3 5；底 0.4 ∈ (0, 1) 递减 → log0.4 3 < log0.4 2；log2 0.5 = −1 < 0。3. log0.5(x −
1) > −2 = log0.5 4，底 0.5 < 1 递减 → x − 1 < 4 且 x − 1 > 0，解集 (1, 5)。4.
D = 10 lg 104 = 40 dB；声强为原来的 10 倍，分贝增加 10 lg 10 = 10 dB。5. loga 4 =

2 → a = 2；底 $> 1→ 在(0,+∞)上单调递增；f(0.5) = log2 0.5 = −1 < log2 3 =

f(3)。6.定义域：x2 − 4x + 3 > 0，即(x-1)(x-3) > 0，得x < 1或x > 3。内层t = x2 − 4x +

3在(−∞, 1)上单调递减、在(3,+∞)上单调递增；外层y = log 1
2
t单调递减。由同增异减：定义域内(−∞, 1)一段内减外减复合为增，故单调递增区间为(−∞, 1)。把x ∈

(1, 3)$写进答案、忘了先求定义域，是本题最常见的错误。

• 4.5节：1. f(1) = 1− 1− 1 = −1 < 0，f(2) = 8− 2− 1 = 5 > 0，f(1)f(2) < 0且 f 连续

→在 (1, 2)内有零点。2. f(0) = −3，f(2) = 7，零点在 (0, 2)。第 1次：中点 1，f(1) =

−1 < 0 → (1, 2)；第 2次：中点 1.5，f(1.5) = 1.875 > 0 → (1, 1.5)；第 3次：中点 1.25，

f(1.25) = 0.203 > 0 → (1, 1.25)，近似解约 1.1。3. y = 400 ×
(
1

2

) t
6

；t = 6剩 200 mg，

t = 12剩 100 mg；令
(
1

2

) t
6

=
50

400
=

1

8
=

(
1

2

)3

→ t = 18小时。4. g(2) = lg 2 − 1 < 0，

g(3) = lg 3 > 0→在 (2, 3)内有零点；二分一次取中点 2.5，g(2.5) = lg 2.5−0.5 ≈ 0.398−
0.5 < 0→零点在 (2.5, 3)内。5. (1)(2)是“每年增加固定金额”，属于线性（等差）模型：
(1) y = 1000t；(2)本金固定存入则仍是线性，但若指本息和（每年按 5%复利增长），则

每步乘固定比例，属于指数（等比）模型 y = 1000 × 1.05t——第 (2)问的关键正是“看
它乘的是固定数还是固定比例”。(3)每 3小时变为 8倍（固定比例），指数模型：y = y0 ·
8

t
3（或写作 y = y0 · 2t，因为 8

1
3 = 2）。判断模型时先问“每步是加固定数还是乘固定比

例”，是选型的第一步。

A基础层答案

A1： 3
√
64 = 4； 4

√
81 = 3；

√
(−7)2 = 7（偶次根号加绝对值）。

第 70页



A2：a
1
2
+ 1

3
+ 1

6 = a1 = a；
b2

b
3
2

= b
1
2 =

√
b。

A3：y = 3x与 y =

(
1

3

)x

是指数函数；y = x3是幂函数。

A4：log3 81 = 4；lg 100 = 2；ln e2 = 2。

A5：lg 2 + lg 50 = lg 100 = 2；log2 6− log2 3 = log2 2 = 1。

A6：20.2 < 20.5（底 2 > 1递增）；log0.5 2 > log0.5 5（底 0.5 < 1递减）。

A7：x− 2 > 0 ⇒ x > 2，定义域 (2,+∞)。

A8：f(1) = −2 < 0，f(2) = 5 > 0，f(1) · f(2) < 0且 f 连续→在 (1, 2)内有零点，方程有根。

B应用层答案

B9：y = 500× 1.012t；t = 20：y ≈ 500× 1.2696 = 634.8 ≈ 635万人。

B10：log2 15 = log2(3× 5) = a+ b；log2
3

5
= log2 3− log2 5 = a− b。

B11：半衰期 6年，含量 25% =

(
1

2

)2

→两个半衰期→距今 12年。

B12：f(0) = −1 < 0，f(1) = 1 > 0。第 1次：中点 0.5，f(0.5) = 0.125 + 0.5− 1 = −0.375 <

0→ (0.5, 1)；第 2次：中点 0.75，f(0.75) = 0.4219+ 0.75− 1 = 0.1719 > 0→ (0.5, 0.75)；第 3
次：中点 0.625，f(0.625) = 0.244 + 0.625− 1 = −0.131 < 0 → (0.625, 0.75)。区间长 0.125 <

0.25，近似解 x ≈ 0.7。

C拓展层答案

C13：log2 12 =
lg 12

lg 2
=

lg(3× 4)

lg 2
=

lg 3 + 2 lg 2

lg 2
=

b+ 2a

a
。

C14：解 100(1 + p)t ≥ 400，即 (1 + p)t ≥ 4。两边取对数：t lg(1 + p) ≥ lg 4，因 lg(1 + p) > 0，

故 t ≥ lg 4

lg(1 + p)
。取满足不等式的最小整数即可。例如 p = 5%时 t ≥ 0.6021

0.0212
≈ 28.4，即至少

29年。
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第五章 世界为什么是周期性的：三角函数

章首情境

5.1 任意角和弧度制：360° 装不下运动员的三周跳

花样滑冰运动员一个“三周跳”在空中转 1080◦——初中那个“角的范围只到 360◦”的脑

子，根本装不下它。更让人头疼的是：同样转到 30◦的位置，顺时针转和逆时针转竟是两个完

全不同的动作。你只要在方向盘上多打几圈就会明白：角不只是“两条射线之间的缝隙”，而
是一次旋转的“账本”。这一节，我们把角从“0°到 360°的框框”里解放出来，再顺手换一
把更趁手的尺子——弧度。

5.1.1任意角

学习目标

• 理解正角、负角、零角的概念，理解象限角；

• 掌握终边相同的角的表示，能判断角所在的象限。

前置复习（Be Prepared）

• 初中时你学过的角有多大范围？一个圆周是多少度？

• 时钟从 12点走到 3点，分针转了多少度？从 3点走到 9点呢？

• 锐角、直角、钝角、平角、周角分别是多少度？

情境引入：转体运动员需要“超过一周”的角

花样滑冰运动员做“三周跳”，身体在空中旋转 3× 360◦ = 1080◦；体操运动员的“后空翻

两周”则是 720◦。初中阶段角的范围只到 360◦，根本装不下这些旋转。更麻烦的是：同样转

到 30◦的位置，顺时针转和逆时针转是两个完全不同的动作。所以，我们需要把“角”从“两

条射线之间的空隙”升级为“一条射线的旋转量”。

任意角的定义

一条射线绕其端点旋转，就形成了角。按旋转方向分类：

第 73页



• 正角：按逆时针方向旋转形成的角（如 30◦）；

• 负角：按顺时针方向旋转形成的角（如 −30◦）；

• 零角：射线没有作任何旋转（0◦）。

象限角

在平面直角坐标系中，把角的顶点放在原点，角的始边放在 x轴正半轴上，角的终边落
在第几象限，就说这个角是第几象限角。终边落在坐标轴上的角（如 90◦、180◦、270◦）不属

于任何象限。

终边相同的角

所有与角 α终边相同的角，连同角 α在内，可以构成一个集合：

{β | β = α + k · 360◦, k ∈ Z}

How To：判断给定角所在的象限

• 用角除以 360◦，写成“角 = k × 360◦ + θ”（0◦ ≤ θ < 360◦）；

• 看余角 θ落在哪个象限（或坐标轴）；

• 终边与 θ相同的角，象限也相同。

例题 5.1

（终边相同的角与象限角）

（1）写出与−330◦终边相同的角的集合，并判断−330◦是第几象限角。（2）判断 1230◦是

第几象限角。

解：（1）集合为 {β | β = −330◦ + k · 360◦, k ∈ Z}。取 k = 1：β = −330◦ + 360◦ = 30。−330◦

与 30◦终边相同，而 30◦的终边在第一象限，故−330◦是第一象限角。（2）1230◦ = 3× 360◦ +

150。150◦的终边在第二象限，故 1230◦是第二象限角。

Try It 5.1：（1）写出与 45◦终边相同的角的集合；（2）判断 −210◦、960◦各是第几象限角。

Q&A

• 问：锐角一定是第一象限角吗？第一象限角一定是锐角吗？

答：锐角（0◦ < α < 90◦）一定是第一象限角；但第一象限角不一定是锐角——比如 390◦ 是

第一象限角，却不是锐角。“第一象限角”是一个范围，锐角是一个具体的数。

• 问：k · 360◦中 k可以为负吗？
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答：可以。k是任意整数：k = 0得到 α本身，k = 1逆时针多转一圈，k = −1顺时针退一圈。

想一想：时针和分针在 12点重合后，到下一次重合，分针转过的角用正角还是负角表示？是
多少度？

5.1.2弧度制

学习目标

• 理解 1弧度的定义，掌握角度与弧度的互化；

• 会用弧长公式、扇形面积公式解决问题。

前置复习：一个圆的周长公式是什么？60◦的圆心角所对的弧长占整个圆周的几分之几？

情境引入：角度制的“别扭”

用度来度量角：一个圆周 360◦，1◦是圆周的
1

360
。这很直观，但有个麻烦——圆越大，同

样 60◦的角所对的弧长越大，弧长公式总要乘一个和圆周率、半径有关的系数。能不能让“角
的度量”和“半径”脱钩，用弧长与半径的比值来定义角？

1弧度的定义

把长度等于半径长的弧所对的圆心角叫做 1弧度的角，用符号 rad表示。

由于半径为 r的圆，整个圆周的弧长是 2πr，所以整个圆周的角为
2πr

r
= 2π弧度。于是：

360◦ = 2π rad, 180◦ = π rad

角度与弧度的互化

1◦ =
π

180
rad ≈ 0.01745 rad, 1 rad =

(
180

π

)◦

≈ 57.3

常用换算：30◦ =
π

6
，45◦ =

π

4
，60◦ =

π

3
，90◦ =

π

2
，120◦ =

2π

3
，180◦ = π，270◦ =

3π

2
。

弧长与扇形面积公式

设圆心角为 α（弧度制，0 < α < 2π），半径为 r：

• 弧长：l = αr；

• 扇形面积：S =
1

2
lr =

1

2
αr2。

How To：角度与弧度互化

• 角度→弧度：乘以 π

180
；

• 弧度→角度：乘以 180

π
；

• 结果中常含有 π，不必换算成小数（如 30◦ =
π

6
保持这个形式）。
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例题 5.2

（角度弧度互化与弧长）

（1）把 135◦化成弧度；把
7π

6
rad化成角度。（2）已知半径为 4的圆中，圆心角为

π

3
，求

该圆心角所对的弧长与扇形面积。

解：（1）135◦ = 135× π

180
=

135π

180
=

3π

4
rad；

7π

6
rad =

7π

6
× 180

π
= 210◦。（2）弧长 l = αr =

π

3
× 4 =

4π

3
≈ 4.19；扇形面积 S =

1

2
αr2 =

1

2
× π

3
× 42 =

8π

3
≈ 8.38。

Try It 5.2：（1）把 210◦化成弧度；把
5π

4
rad化成角度。（2）半径为 2，圆心角为

π

6
，求弧长。

学习提示：弧度制下“60◦”写成“
π

3
”，不带单位。看到“

π

3
”要能瞬间想到 60◦，看到 120◦

要能瞬间想到
2π

3
——把这张换算表刻进条件反射。

数学视野：“弧度”（radian）这个词直到 1873年才被英国物理学家汤姆逊正式提出。但弧度制
的思想早被牛顿、欧拉使用——他们发现，只有用弧度制，公式 sin′ x = cos x才不用带

π

180
的“尾巴”。物理和微积分最终选择了弧度制，因为弧度制下公式最简单。

练一练：半径为 6的扇形面积为 12，求该扇形的圆心角的弧度数与弧长。（提示：S =
1

2
αr2，

解出 α，再求 l = αr）

本节练习（答案见章末）

• 写出与 −150◦终边相同的角的集合，并判断 −150◦与 780◦各是第几象限角。

• 把 225◦化成弧度；把
11π

6
rad化成角度。

• 半径为 3的圆中，圆心角为 120◦，求该圆心角所对的弧长与扇形面积。

• 时钟的分针长 10 cm，从 12点走到 12点 20分，分针尖端扫过的弧长是多少？

5.2 三角函数的概念：绕圈圈的坐标学

在游乐场的摩天轮上，你每转到一个位置，坐着的轿厢就有确定的横、纵坐标。反过来，

你盯着轮子上一个点绕圈圈，它的坐标也在绕圈圈——正弦、余弦、正切，不过是“把圈圈上
的坐标记下来”的学问。初中用直角三角形定义 sinA只够应付锐角，可 120◦、270◦根本塞不

进直角三角形。这一节，我们把三角函数从“三角形的边”升级成“圆上的坐标”，从此什么

角都装得下。

5.2.1任意角的三角函数定义

学习目标

• 理解任意角的三角函数的定义（单位圆定义）；
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• 会求给定角的三角函数值，掌握三角函数值的符号规律。

前置复习：在直角三角形中，sinA、cosA、tanA分别是哪两条边的比？如果角度是 120◦，直

角三角形还装得下吗？

情境引入：从直角三角形到圆

初中用直角三角形定义三角函数，但 120◦、270◦这些角根本放不进直角三角形。怎么把

sin、cos、tan推广到任意角？答案是圆：在坐标系中画一个以原点为圆心、半径为 1的圆（单
位圆），让角的顶点在原点、始边在 x轴正半轴，角的终边与单位圆交于点 P (x, y)。这个交点

就是推广的钥匙。

任意角三角函数的定义

设角 α的终边与单位圆交于点 P (x, y)，则：

sinα = y, cosα = x, tanα =
y

x
(x 6= 0)

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 5.1: 单位圆上角 α 的终边与圆交于点 P (x, y)：sinα = y、cosα = x、tanα = y/x

一般角的三角函数：若角 α的终边经过点 P (x, y)（x, y不同时为 0），r =
√

x2 + y2，则

sinα =
y

r
, cosα =

x

r
, tanα =

y

x

三角函数值的符号（“一全正、二正弦、三正切、四余弦”）

象限 第一象限 第二象限 第三象限 第四象限

sinα（y） + + − −
cosα（x） + − − +

tanα（y/x） + − + −
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特殊角的三角函数值

角 α 0
π

6

π

4

π

3

π

2

sinα 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

cosα 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0

tanα 0

√
3

3
1

√
3 不存在

How To：求特殊角的三角函数值

• 把角“归位”到 0 ∼ 2π（或 0◦ ∼ 360◦）内的等价角（去掉整圈）；

• 在单位圆上标出终边位置，读出交点坐标；

• 用口诀“一二三四、符号各不同”确认符号。

例题 5.3

（利用终边上的点求三角函数值）

已知角 α的终边经过点 P (3,−4)，求 sinα、cosα、tanα。

解：r =
√

x2 + y2 =
√

32 + (−4)2 =
√
25 = 5。sinα =

y

r
=

−4

5
= −4

5
；cosα =

x

r
=

3

5
；

tanα =
y

x
=

−4

3
= −4

3
。

Try It 5.3：已知角 β 的终边经过点 P (−5, 12)，求 sin β、cos β、tan β。

Try It 5.4：求 sin
2π

3
、cos

5π

4
、tan

7π

6
的值。

Q&A

• 问：为什么 tanα =
y

x
要求 x 6= 0？

答：分母不能为 0。x = 0对应终边在 y轴上，即 α =
π

2
+ kπ，此时正切不存在。

• 问：sin 2中的 2是什么意思？

答：是 2弧度，约 114.6◦，在第二象限，故 sin 2 > 0。没有单位符号的数字都按弧度理解。

技术应用：用 GeoGebra画单位圆，输入 (x, y) = (cos t, sin t)并拖动参数 t。观察：角度从 0转

到 2π 时，交点绕圆一周，sin t（纵坐标）先升后降，cos t（横坐标）先减后增——三角函数
值就是单位圆上点的运动轨迹。

想一想：sinα的最大值、最小值分别是多少？cosα呢？（提示：单位圆上点的横纵坐标取值

范围是什么？）

5.2.2同角三角函数的基本关系

学习目标
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• 掌握同角三角函数的基本关系式；

• 会利用基本关系求值、化简、证明。

前置复习：sin 30◦、cos 30◦各是多少？它们满足什么关系？
sin 30◦

cos 30◦
等于多少？

情境引入：同一个角的“身份证号码”

同一个角 α，它的 sinα、cosα、tanα不是三个孤立的数。回顾定义：P (x, y)在单位圆

上，所以 x2 + y2 = 1，即 cos2 α+ sin2 α = 1；又 tanα =
y

x
=

sinα

cosα
。这两个关系就是同角三

角函数的“血缘纽带”——知道 sinα，就能推出 cosα和 tanα。

同角三角函数的基本关系

sin2 α + cos2 α = 1

tanα =
sinα

cosα

(
α 6= π

2
+ kπ

)
How To：已知一个三角函数值，求其余两个

• 用 sin2 α + cos2 α = 1求出另一个“平方函数值”；

• 用角所在象限确定符号（开方后取正还是取负）；

• 用 tanα =
sinα

cosα
求正切。

例题 5.4

（同角关系求值）

已知 cosα =
3

5
，且 α是第四象限角，求 sinα、tanα的值。

解：由 sin2 α+ cos2 α = 1，得 sin2 α = 1− cos2 α = 1−
(
3

5

)2

= 1− 9

25
=

16

25
。α在第四象限，

正弦为负，故 sinα = −4

5
。tanα =

sinα

cosα
=

−4
5

3
5

= −4

3
。

Try It 5.5：已知 sinα =
4

5
，且 α是第二象限角，求 cosα、tanα。

Try It 5.6：已知 tanα = 3，求
sinα− cosα

sinα + cosα
的值。

Q&A

• 问：sin2 α + cos2 α = 1为什么叫“勾股关系”？

答：单位圆上 (cosα, sinα)就是点 P 的坐标，勾股定理给出 x2+y2 = r2，而 r = 1，故 cos2 α+

sin2 α = 1——它就是单位圆上的勾股定理。
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• 问：已知 sinα =
3

5
能求出 cosα吗？

答：能求出两个候选值±4

5
，但必须知道象限才能确定符号。题目不给象限，答案就要写“cosα =

±4

5
”。

学习提示：同角关系的两大用法——求值（知一求二，先平方关系再定符号）和化简（遇
sin+ cos

sin− cos
除以 cos 化成 tan）。口诀：“平方关系定大小，象限关系定符号，比值关系求正

切。”

练一练：化简
1

cos2 α
− tan2 α。（提示：

1

cos2 α
=

sin2 α + cos2 α

cos2 α
= tan2 α + 1）

本节练习（答案见章末）

• 已知角 α的终边经过点 P (8,−6)，求 sinα、cosα、tanα。

• 求值：sin
3π

4
、cos

5π

3
、tan

5π

4
。

• 判断 sin 250◦、cos 940◦、tan(−120◦)的符号。

• 已知 sinα = −12

13
，且 α是第四象限角，求 cosα与 tanα。

• 已知 tanα = 2，求
sinα + cosα

2 sinα− cosα
的值。

5.3 诱导公式：转半圈、翻个面，大角变小角

390◦长得吓人，可你仔细一看——它跟 30◦终点一模一样，函数值当然一样。再琢磨：150◦、

210◦、−30◦的终边，分别是 30◦的终边关于 y轴、原点、x轴对称翻出来的。“翻个面，坐标
要么不变、要么变号”——把这几条规律写成公式，就是诱导公式：一套专治“大角、怪角”
的降维武器。这一节学会它，再大的角到你手里都能“扳”回熟悉的锐角。

学习目标

• 理解诱导公式的推导思路（单位圆的对称性）；

• 会运用诱导公式把任意角的三角函数化为锐角三角函数求值。

前置复习：30◦、150◦、210◦、330◦的终边与单位圆交点的纵坐标各是多少？它们与 sin 30◦有

什么关系？

诱导公式（二）～（六）
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公式 内容

公式一（周期） sin(α+ 2kπ) = sinα，cos(α+ 2kπ) = cosα，tan(α+ 2kπ) = tanα（k ∈ Z）
公式二 sin(π + α) = − sinα，cos(π + α) = − cosα，tan(π + α) = tanα

公式三 sin(−α) = − sinα，cos(−α) = cosα，tan(−α) = − tanα

公式四 sin(π − α) = sinα，cos(π − α) = − cosα，tan(π − α) = − tanα

公式五 sin
(π
2
− α

)
= cosα，cos

(π
2
− α

)
= sinα

公式六 sin
(π
2
+ α

)
= cosα，cos

(π
2
+ α

)
= − sinα

How To：用诱导公式求任意角的三角函数值

• 用公式一（去整圈）：把角化到 0 ∼ 2π内；

• 用公式二～四：把 π ± α、−α型化为锐角 α的三角函数；

• 用公式五、六：处理 π

2
± α型（变名）。

例题 5.5

（用诱导公式求值）

求下列各式的值：

（1）sin 210◦；（2）cos 120◦；（3）tan
(
−π

3

)
；（4）sin

7π

6
。

解：（1）sin 210◦ = sin(180◦ + 30◦) = − sin 30◦ = −1

2
。（2）cos 120◦ = cos(180◦ − 60◦) =

− cos 60◦ = −1

2
。（3）tan

(
−π

3

)
= − tan

π

3
= −

√
3。（4）sin

7π

6
= sin

(
π +

π

6

)
= − sin

π

6
=

−1

2
。

Try It 5.7：求 sin 150◦、cos 240◦、tan(−45◦)、cos

(
−2π

3

)
的值。

Try It 5.8：化简 sin(−α) · cos(π + α) · tan(π − α)。

Q&A

• 问：“符号看象限”里 α真的必须是锐角吗？

答：不必。这只是记忆技巧——把 α假想成锐角来确定右边符号。公式本身对任意角都成立

（比如 α = 200◦时代入也正确）。

• 问：诱导公式本质是什么？

答：本质是单位圆的对称性：终边关于坐标轴、原点、直线 y = x对称的点，其坐标有确定的

关系。公式一～四来自“关于原点/x轴/y轴对称”，公式五、六来自“关于直线 y = x对称”。

探究活动：用纸片做一次“翻折实验”。画单位圆，标出 30◦ 角的终边点 P。(1)把纸沿 y 轴

对折——P 到了哪个角的位置？坐标怎么变？(2)沿 x轴对折呢？(3)先沿 y轴再沿直线 y = x

第 81页



呢？每做一次翻折，就“发现”一条诱导公式。纸上得来终觉浅，动手折一次，公式刻进肌肉
记忆。

想一想：cos

(
3π

2
− α

)
等于什么？（提示：

3π

2
是

π

2
的奇数倍，变名；再判断

3π

2
− α所在象

限）

本节练习（答案见章末）

• 求值：sin 300◦、cos

(
−5π

6

)
、tan

4π

3
。

• 化简：sin(π − α) · cos(−α)

tan(π + α)
。

• 求 cos 1110◦的值。

• 已知 sinα =
12

13
，且 α为第二象限角，求 sin(π + α)与 cos

(π
2
− α

)
的值。

5.4 三角函数的图象与性质：摸清波浪的脾气

你做过心电图、看过股市行情图，那些“上上下下、没完没了”的线，都长着一张正弦

脸。可光会说“好像波浪”没用，你得摸清它的脾气：多高（值域）、多快（周期）、几点见顶、
几点见底（单调性），以及它是不是个“对称控”（奇偶性）。这一节我们把波浪画下来、量一

遍，连那个“不是波浪、是台阶”的正切，也一并收编。

5.4.1正弦函数、余弦函数的图象与性质

学习目标

• 会用“五点法”画正弦、余弦函数的图象；

• 掌握正弦、余弦函数的周期性、奇偶性、单调性、最值。

前置复习：函数 y = sin x在 [0, 2π]上，哪些点最特殊？（提示：最大值、最小值、零点）

情境引入：把单位圆“展开”成曲线

让一个点在单位圆上匀速转动，把它的纵坐标（sin 值）随时间记录下来——上下起伏、
周而复始，这就是正弦曲线。它的形状像什么？像海面的波浪、像弹簧的振动记录。这条曲线
是三角函数最直观的名片。

正弦函数、余弦函数的图象（正弦曲线、余弦曲线）

函数 图象特征

y = sinx 波浪形，过原点，最高 1、最低 −1，关于原点对称

y = cosx 与正弦曲线形状相同，整体右移
π

2
，关于 y轴对称

五点法：画 y = sin x在 [0, 2π]上的图象，只需描出五个关键点：
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x 0
π

2
π

3π

2
2π

sinx 0 1 0 −1 0

把五点连成光滑曲线，就是正弦曲线的一个“周期”。余弦曲线同理（五点：(0, 1)、
(π
2
, 0
)
、

(π,−1)、
(
3π

2
, 0

)
、(2π, 1)）。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 5.2: 五点法作正弦曲线 y = sin x：在 [0, 2π] 上取 0, π
2
, π, 3π

2
, 2π 五个关键点连成光滑曲线

周期函数与最小正周期

对于函数 f(x)，如果存在一个非零常数 T，使得对定义域内的每一个 x，都有 f(x+T ) =

f(x)，那么 f(x)叫做周期函数，T 叫做这个函数的周期。正弦、余弦函数的最小正周期都是
2π。

正弦、余弦函数的性质

y = sinx y = cosx

定义域 R R
值域 [−1, 1] [−1, 1]

最小正周期 2π 2π

奇偶性 奇函数（关于原点对称） 偶函数（关于 y轴对称）

最大值 x =
π

2
+ 2kπ时取 1 x = 2kπ时取 1

最小值 x = −π

2
+ 2kπ时取 −1 x = π + 2kπ时取 −1

单调递增区间
[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
[−π + 2kπ, 2kπ]

单调递减区间
[
π

2
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

]
[2kπ, π + 2kπ]

How To：五点法画图
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• 列表：找 x = 0,
π

2
, π,

3π

2
, 2π五点的函数值；

• 描点：在坐标系中标出五个点；

• 连线：用光滑曲线连接，注意在最大最小值处“转弯”要平滑。

例题 5.6

（五点法画图与性质综合）

用五点法画出函数 y = cos x在 [0, 2π]上的图象，并回答：

（1）y = cos x与 y = sin x的图象有什么关系？（2）求 y = 2 + 3 cos x的最大值、最小值。

解：列表：

x 0
π

2
π

3π

2
2π

cosx 1 0 −1 0 1

描点连线。（1）余弦曲线与正弦曲线形状完全相同，只是把正弦曲线沿 x轴向左平移
π

2
得到，即 cos x = sin

(
x+

π

2

)
。（2）cos x的最大值为 1，最小值为 −1。故 ymax = 2+ 3× 1 =

5（当 x = 2kπ时取到）；ymin = 2 + 3× (−1) = −1（当 x = π + 2kπ时取到）。

Try It 5.9：（1）用五点法画出 y = sin x在 [0, 2π]上的图象，标出最大值、最小值点的坐标；（2）
求 y = 1− 2 sin x的最大值、最小值。

Try It 5.10：（1）求 y = cos
(x
2

)
的最小正周期；（2）求 y = cos x在 [0, 2π]上的单调递减区间。

Q&A

• 问：为什么说 y = sin x是奇函数，y = cos x是偶函数？

答：sin(−x) = − sin x（诱导公式三），奇；cos(−x) = cos x，偶。图象上：正弦曲线关于原点

对称，余弦曲线关于 y轴对称——这正是第 3章学的奇偶性的图象特征。

• 问：求 y = sin(ωx+ φ)的单调区间有什么技巧？

答：把 ωx+ φ看作整体 t，先写出 sin t的单调区间（关于 t的不等式），再解出 x。注意 ω <

0时不等号要变向。

技术应用：用GeoGebra输入 y = sin x，再用“滑动条”把参数 a从 0拖到 2π，构造点 (a, sin a)

并开启“跟踪轨迹”。拖动 a时，点的轨迹“画”出一条正弦曲线——这就是单位圆展开成曲
线的全过程。

练一练：判断：“y = sin x在
[π
2
, π
]
上单调递增。”这句话对吗？（提示：

π

2
到 π 是从最大值

开始往下走）

5.4.2正切函数的图象与性质

学习目标
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• 会画正切函数图象（正切曲线）；

• 掌握正切函数的定义域、周期性、奇偶性、单调性。

前置复习：tan 90◦存在吗？为什么？（提示：tanα =
sinα

cosα
）

情境引入：不是波浪，是“阶梯”

正切函数的图象和正弦、余弦完全不同——它由一条条间隔 π、穿过原点、无限攀升的曲
线组成，像一道不断重复的“台阶”。因为 tan x在 x =

π

2
+ kπ处没有定义，图象在这些位置

垂直断裂。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 5.3: 正弦、余弦、正切函数的图象：正弦、余弦为周期 2π 的波浪，正切在 x = ±π
2
处有

竖直渐近线

正切函数的图象与性质

内容 y = tanx

定义域
{
x | x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
值域 R

最小正周期 π

奇偶性 奇函数（tan(−x) = − tanx）

单调性 在每一个区间
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
上单调递增

特殊点 过原点、过
(π
4
, 1
)
、
(
−π

4
,−1

)

例题 5.7

（正切函数的定义域与周期）

（1）求函数 y = tan (2x)的定义域与最小正周期；（2）比较 tan
π

5
与 tan

2π

5
的大小。
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解：（1）令 2x 6= π

2
+ kπ，得 x 6= π

4
+

kπ

2
（k ∈ Z），定义域为

{
x | x 6= π

4
+

kπ

2
, k ∈ Z

}
；最

小正周期 T =
π

ω
=

π

2
。（2）

π

5
、

2π

5
都在

(
0,

π

2

)
内，正切在该区间单调递增，

π

5
<

2π

5
，故

tan
π

5
< tan

2π

5
。

Try It 5.11：（1）求 y = tan
(x
2

)
的最小正周期；（2）比较 tan 80◦与 tan 120◦的大小。

Q&A

• 问：为什么正切图象在 x =
π

2
处“断掉”？

答：因为 tan
π

2
=

sin π
2

cos π
2

=
1

0
，分母为 0，无意义。从图象看，x从左边逼近

π

2
时，tan x趋向

正无穷；从右边逼近时，趋向负无穷——这就是“垂直渐近线”。

• 问：正切函数在整个 R上单调递增吗？

答：不是。它在每个开区间
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
上单调递增，但跨过断裂点后函数值从“正

无穷”跳到“负无穷”，不能连起来说整个定义域上单调递增。

想一想：借助正切曲线，说明方程 tan x = 1在 R上有多少个解？（提示：y = 1这条水平线与

正切曲线在每个周期内相交几次？）

本节练习（答案见章末）

• 求函数 y = sin 3x与 y = cos
x

3
的最小正周期。

• 求 y = sin x在 [−π, π]上的单调递增区间。

• 求函数 y = tan
(
3x+

π

6

)
的定义域。

• 求函数 y = −2 sin x+ 3的最大值与最小值，并写出取最大值时 x的取值集合。

• 比较大小：sin
π

7
与 sin

2π

7
；　 cos

3π

7
与 cos

5π

7
。

• 求函数 y = sin
(
2x− π

3

)
在 [0, π]上的单调递增区间。（提示：令 t = 2x − π

3
，先由 x ∈

[0, π]定出 t的范围，再套 sin t的递增区间解出 x——不要照抄 sin x的原版区间）

• 已知 sin x =
1

2
，求 x在 [0, 2π]上的所有解，并写出它在 R上的通解。（提示：y = sin x

在 [0, 2π]上与直线 y =
1

2
相交几次？）

• 化简 sin x cos x

cos x
。有同学直接约分写成 sin x，这样做对吗？写出正确的化简结果，并指出

这个函数的定义域与 y = tan x的定义域有何关系。（提示：约分前先问“分母 cos x允许

为 0吗”）
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5.5 三角恒等变换：75° 也能拆出来算

考试只给你背过 30◦、45◦、60◦ 的三角函数值，可卷子上偏偏冒出个 75◦。别慌，75◦ =

45◦ + 30——不是特殊角的角，拆成特殊角的组合再算，这就是恒等变换的路子。但这里藏着
一个大坑：sin(α + β)绝不是 sinα + sin β（不信你算算 1.366 6= 1）。正确的“拆法”长什么

样？这一节，我们把 sin、cos、tan的“拆家口诀”逐一收齐。

5.5.1两角和与差的正弦、余弦、正切公式

学习目标

• 掌握两角和与差的正弦、余弦、正切公式；

• 会用公式求值、化简、证明。

前置复习：sin 30◦、cos 45◦、tan 60◦ 各是多少？sin(30◦ + 60◦) = sin 90◦ = 1，那么 sin 30◦ +

sin 60◦是 1吗？

情境引入：75◦的三角函数值从哪来？

75◦不是特殊角，但它可以写成 45◦+30。如果能用 45◦、30◦的三角函数值“拼”出 sin 75◦，

一切特殊角的组合就都能算了。注意：sin(α + β) 6= sinα + sin β（sin 30◦ + sin 60◦ ≈ 0.5 +

0.866 = 1.366 6= 1）。正确的“拼法”需要下面这套公式。

两角和与差公式

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β

cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β

tan(α± β) =
tanα± tan β

1∓ tanα tan β

例题 5.8

（两角和公式求值）

求 sin 75◦与 cos 15◦的值。

解：sin 75◦ = sin(45◦ +30◦) = sin 45◦ cos 30 + cos 45 sin 30 =

√
2

2
×

√
3

2
+

√
2

2
× 1

2
=

√
6 +

√
2

4
。

cos 15◦ = cos(45◦ − 30◦) = cos 45◦ cos 30 + sin 45 sin 30 =

√
2

2
×

√
3

2
+

√
2

2
× 1

2
=

√
6 +

√
2

4
。

Try It 5.12：求 sin 15◦、cos 105◦的值。

Try It 5.13：已知 sinα =
4

5
（第二象限），cos β = −12

13
（第三象限），求 cos(α− β)。

Q&A
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• 问：tan(α + β)公式有什么限制？

答：要求 α、β、α+ β都不等于
π

2
+ kπ（正切定义域）。当 α+ β =

π

2
时公式分母为 0，正切

不存在。

• 问：两角和公式怎么记最牢？

答：先记正弦“正余余正”（sinα cos β+cosα sin β）和余弦“余余正正”（cosα cos β−sinα sin β），

其他都从这两个变形。正切用
sin

cos
相除得到。

数学视野：两角和公式可以追溯到托勒密（公元 2世纪）的弦表，而真正把它写成一般公式的
是阿拉伯数学家阿布·瓦法。这套公式是三角函数这座大厦的承重墙——后面的二倍角、半
角、积化和差，全部由它推导而来。

练一练：利用公式计算 tan 15◦。（提示：15◦ = 45◦ − 30，或先算 sin 15◦、cos 15◦再相除）

5.5.2二倍角公式

学习目标

• 掌握二倍角的正弦、余弦、正切公式；

• 会用二倍角公式求值、化简。

前置复习：在两角和公式中令 β = α，sin(α + α)会变成什么？

情境引入：让公式“自己发现”二倍角

把两角和公式中的 β换成 α：sin(α+ α) = sinα cosα+ cosα sinα = 2 sinα cosα。看，二
倍角公式不用背，用两角和公式代一代就出来。

二倍角公式

sin 2α = 2 sinα cosα

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α

How To：用二倍角公式求值

• 看清已知的是 sinα、cosα还是 tanα；

• 已知 sinα求 sin 2α：先求 cosα（注意象限定符号），再用 2 sinα cosα；

• 已知 sinα求 cos 2α：直接用 cos 2α = 1− 2 sin2 α，不用求 cosα。
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例题 5.9

（二倍角公式求值）

已知 sinα =
3

5
，α为第一象限角，求 sin 2α、cos 2α、tan 2α。

解：cosα =

√
1−

(
3

5

)2

=
4

5
（第一象限取正）。sin 2α = 2 sinα cosα = 2 × 3

5
× 4

5
=

24

25
；

cos 2α = 1− 2 sin2 α = 1− 2× 9

25
= 1− 18

25
=

7

25
；tan 2α =

sin 2α

cos 2α
=

24
25
7
25

=
24

7
。

Try It 5.14：已知 cosα = −4

5
，α为第二象限角，求 sin 2α、cos 2α。

Try It 5.15：化简
sin 40◦

cos 20◦
。（提示：sin 40◦ = 2 sin 20◦ cos 20）

学习提示：二倍角公式要能正用（求值）、反用（化简，如 1− 2 sin2 α = cos 2α）、变形用（如
cos2 α =

1 + cos 2α

2
）。同一个公式三个方向，三角恒等变换的灵活就来自这里。

想一想：用二倍角公式推导 cos2 α =
1 + cos 2α

2
和 sin2 α =

1− cos 2α

2
。（提示：从 cos 2α =

2 cos2 α− 1和 cos 2α = 1− 2 sin2 α各解出 cos2 α、sin2 α）

本节练习（答案见章末）

• 求值：tan 75◦、cos 75◦。

• 已知 sinα =
3

5
（α为第二象限角），cos β =

5

13
（β 为第四象限角），求 sin(α + β)。

• 已知 tanα = 2，求 tan 2α的值。

• 把 y =
√
3 sin x+ cos x化成 y = A sin(x+ φ)的形式，并求其最大值。

• 证明恒等式：sin 2α =
2 tanα

1 + tan2 α
。

5.6 函数 y = A sin(ωx + φ)：三个旋钮，一条波浪

一台音响摆在面前，上面有三个旋钮：音量、音调、相位。你有没有想过，正弦曲线其实
也长着同样的三个旋钮？A管高矮（音量），ω 管快慢（音调），φ管起跑线（什么时候开始

响）。这一节，我们把 y = sin x这根“标准波浪”交给三个旋钮摆弄，看它是怎么被拧成 y =

A sin(ωx+ φ)的——学会拧旋钮，你就掌握了给波浪“整容”的本事。

学习目标

• 理解参数 A、ω、φ对图象的影响；

• 掌握 y = A sin(ωx+ φ)的振幅、周期、频率、相位；

• 会用五点法画 y = A sin(ωx+ φ)的图象。
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前置复习：y = sin x的周期、值域各是什么？若把 sin x前面乘以 3，图象和值域怎么变？

相关概念

• 振幅：|A|（函数值波动的最大偏离）；

• 周期：T =
2π

|ω|
；

• 频率：f =
1

T
=

|ω|
2π
（每秒完成的周期数）；

• 相位：ωx+ φ；初相：x = 0时的相位 φ。

图象变换：从 y = sin x到 y = A sin(ωx+ φ)

• 相位变换：y = sin(x+ φ)——向左（φ > 0）或向右（φ < 0）平移 |φ|个单位；

• 周期变换：y = sin(ωx)——横坐标缩短（ω > 1）或伸长（0 < ω < 1）为原来的
1

ω
；

• 振幅变换：y = A sin x——纵坐标伸长（|A|> 1）或缩短（|A|< 1）为原来的 |A|倍。

How To：用五点法画 y = A sin(ωx+ φ)

• 令 ωx+ φ = 0,
π

2
, π,

3π

2
, 2π，解出五个 x值；

• 对应的五个函数值依次为 $0, A, 0, -A, 0$；

• 描点连线，得到一个周期的图象。

例题 5.10

（五点法画图与性质）

已知函数 y = 2 sin
(
3x− π

4

)
。

（1）求振幅、最小正周期、初相；（2）用五点法画出一个周期的图象的草图。

解：（1）振幅 A = 2；周期 T =
2π

ω
=

2π

3
；初相 φ = −π

4
。（2）令 3x − π

4
= 0,

π

2
, π,

3π

2
, 2π，

解得 x =
π

12
,
π

4
,
5π

12
,
7π

12
,
3π

4
。

x
π

12

π

4

5π

12

7π

12

3π

4

3x− π

4
0

π

2
π

3π

2
2π

y 0 2 0 −2 0
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描点连线，得到振幅为 2、周期
2π

3
的波浪。

Try It 5.16：已知函数 y = 3 sin
(
2x+

π

3

)
，求振幅、周期、初相，并用五点法画出草图。

Try It 5.17：函数 y = A sin(ωx)（A > 0，ω > 0）图象过点
(π
6
, 2
)
且最小正周期为 π，求 A、

ω。

技术应用：用 GeoGebra构造三个滑动条 A、ω、φ，输入 y = A sin(ωx+φ)并拖动。观察：拖

A图象上下伸缩；拖 ω图象水平压缩拉伸；拖 φ图象左右平移。三个旋钮各管一件事，亲自
拖一次，胜过读十遍定义。

想一想：要得到 y = 3 sin
(
2x− π

3

)
的图象，可以从 y = sin x出发按哪些步骤变换？顺序可

以交换吗？（提示：先平移再伸缩，和先伸缩再平移，平移量不同）

本节练习（答案见章末）

• 求函数 y = 4 sin

(
1

2
x+

π

3

)
的振幅、最小正周期与初相。

• 描述从 y = sin x的图象经过怎样的变换得到 y = sin
(
2x+

π

3

)
的图象（写出一种变换路

径）。

• 函数 y = A sin(ωx)（A > 0，ω > 0）在一个周期内的最高点为
(π
4
, 3
)
，求 A、ω及最小

正周期。

• 某音叉振动时，其位移 y（米）与时间 t（秒）满足 y = 0.002 sin(880πt)。求振幅、周期

与频率。

• 函数 y = 2 sin(2x+ φ)的图象经过点 (0, 1)，求 φ的一个值。

5.7 三角函数的应用：给世界的心跳做记录

你手腕上的脉搏、海边的潮位、电网里的电流——它们的心跳都被同一条数学曲线记录

着。现实里没有谁会长得跟教科书一样标准，真实数据会东偏西歪，但三角函数模型能帮你
从“乱糟糟的数据”里拎出振幅、周期和相位，写出一条能预测未来的式子：y = A sin(ωx+

φ) + b。学完这一节，给你一叠水位记录，你就能告诉船长：今天几点船能进港。

学习目标

• 会用三角函数模型 y = A sin(ωx+ φ) + b刻画周期现象；

• 能建立简单的实际模型（简谐运动、摩天轮、潮汐）并求解。

前置复习：y = sin x的最大值、最小值、周期各是多少？加上一个常数 b：y = sin x+ 2的最

大值、最小值变成什么？

三角函数模型的建立步骤
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• 读数据：从问题中找到最大值M、最小值m、周期 T；

• 定参数：振幅 A =
M −m

2
，基线 b =

M +m

2
，ω =

2π

T
；

• 定相位：代入一个已知点（如起点）求 φ——相位是“起跑线”，起跑位置不同，整条波
浪就整体错位；

• 写模型：y = A sin(ωx+ φ) + b，并标注实际定义域。

例题 5.11

（摩天轮模型）

某摩天轮的直径为 90米，轮心离地面 50米。轿厢从最低点出发，每 10分钟转一圈。设

时间为 t（分钟），轿厢离地高度为 h(t)。

（1）求 h(t)的函数解析式；（2）轿厢离地高度的最大值、最小值各是多少？

解：（1）半径 r =
90

2
= 45米，振幅 A = 45；轮心离地 50米，基线 b = 50；转一圈 10分

钟，周期 T = 10，ω =
2π

10
=

π

5
。轿厢从最低点出发：h(0) = 50 − 45 = 5。设 h(t) = 50 +

45 sin
(π
5
t+ φ

)
，代入 t = 0：50 + 45 sinφ = 5，得 sinφ = −1，φ = −π

2
。故 h(t) = 50 +

45 sin
(π
5
t− π

2

)
= 50− 45 cos

(π
5
t
)
。（2）最大值 = 50+ 45 = 95米（轿厢转到最高点），最小

值 = 50− 45 = 5米（最低点）。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 5.4: 摩天轮轿厢高度的变化曲线：h(t) = 15 + 15 sin(πt/10) 在最高点 30 与最低点 0 之间
周期波动（简化示意）

Try It 5.18：上题中，轿厢经过多少分钟第一次到达离地 95米？（提示：解 h(t) = 95）
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例题 5.12

（简谐运动模型）

弹簧振子做简谐运动，位移 x（厘米）与时间 t（秒）的关系为 x = 8 sin
(π
2
t+

π

6

)
。

（1）求振幅、周期、频率；（2）求 t = 0时的位移。

解：（1）振幅 A = 8厘米；周期 T =
2π
π
2

= 4秒；频率 f =
1

T
=

1

4
赫兹（每秒

1

4
次）。（2）

x(0) = 8 sin
π

6
= 8× 1

2
= 4厘米。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 5.5: 弹簧振子的位移曲线：x(t) = 8 sin(πt/2) 在 +8 与 −8 之间往复，周期 4 秒

Try It 5.19：某交流电的电压 u（伏）随时间 t（秒）变化：u = 311 sin(100πt)。求电压的最大

值、周期和频率。

项目学习（小组任务）：制作一份“城市脉搏”报告。任务：(1)选择一种你身边的周期现象
（海水潮位、日出日落时间、昼夜温差、自己的心率）收集至少两个周期的数据；(2)用三角函
数模型 y = A sin(ωx+ φ) + b拟合数据，确定参数；(3)用模型预测下一个周期的变化并验证；
(4)写报告：数据表、拟合曲线图、参数说明、预测与误差分析。真实数据不会完美落在正弦
曲线上，误差分析就是模型改进的起点。

想一想（真实情境）：某地港口水深（米）与时间（小时）近似满足 y = 4+ 3 sin
π

6
t（t = 0为

当日 0点）。一艘吃水深度为 5.5米的货船想进港，水深至少 6米才能安全通过。请判断：它

在 t = 3时能否进港？一天中有几个时段可以进港？（提示：y(3) = 4 + 3 sin
π

2
= 7 > 6，可以

进港；解 4 + 3 sin
π

6
t ≥ 6得 sin

π

6
t ≥ 2

3
）

练一练：把 y = sin x+cos x化成 y = A sin(ωx+φ)的形式，并求最大值与周期。（提示：A =
√
12 + 12 =

√
2，sin x+ cos x =

√
2 sin

(
x+

π

4

)
）

本节练习（答案见章末）
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• 某海港的水深 y（米）与时间 t（小时）近似满足 y = 6 + 2 sin
π

6
t。求最大水深、最小水

深与水位变化的周期。

• 某摩天轮的直径为 60米，轮心离地面 35米，轿厢从最低点出发，每 8分钟转一圈。写

出轿厢离地高度 h(t)（米）关于时间 t（分钟）的函数，并求轿厢离地的最大、最小高度。

• 我国生活用电的电压 u = 220
√
2 sin(100πt)（伏）。求电压的最大值、周期与频率；并求

t =
1

600
秒时的电压值。

• 承第 2题：求 t = 2分钟时轿厢离地的高度。

• 承第 2题：轿厢第一次到达离地 50米时，经过了多长时间？

本章回顾

概念地图

·三角函数（圆的语言）·角度与弧度：360° = 2π rad；l = αr；S = ½αr2 ·定义（单位
圆）：sinα = y，cosα = x，tanα = y/x·符号：一全正、二正弦、三正切、四余弦·同角关系：
sin2+cos2=1；tan = sin/cos·诱导公式：奇变偶不变，符号看象限·图象与性质·正弦 y = sinx：
周期 2π，奇，[-1,1]·余弦 y = cosx：周期 2π，偶，[-1,1]·正切 y = tanx：周期 π，奇，间断点
π/2+kπ·恒等变换·两角和差：sin(α±β)、cos(α±β)、tan(α±β)·二倍角：sin2α、cos2α、tan2α
·y = Asin(ωx+φ)·A振幅，T = 2π/ω周期，φ初相·变换：平移→伸缩→振幅·应用：简谐
运动、摩天轮、潮汐、交流电

关键公式速查

内容 公式

角度互化 180◦ = π rad；1◦ =
π

180
，1 rad =

180◦

π

弧长与面积 l = αr；S =
1

2
lr =

1

2
αr2

同角关系 sin2 α+ cos2 α = 1；tanα =
sinα

cosα
诱导公式 sin(π − α) = sinα；cos(π − α) = − cosα；sin(−α) = − sinα

正弦周期 T =
2π

ω
；正切周期 T =

π

ω
正弦最值 ymax = 1，ymin = −1；sinx = 1时 x =

π

2
+ 2kπ

两角和 sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ

两角差余弦 cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

二倍角 sin 2α = 2 sinα cosα；cos 2α = 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1

y = A sin(ωx+ φ) 振幅 |A|，周期 2π

|ω|
，频率

|ω|
2π

分层练习

A基础层

• 把 150◦化成弧度；把
3π

4
rad化成角度。
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• 求值：sin
π

6
、cos

π

3
、tan

π

4
。

• 判断 sin 200◦、cos 120◦、tan 225◦的符号。

• 已知 sinα =
4

5
，α为第二象限角，求 cosα、tanα。

• 求 y = cos(2x)的最小正周期和最大值、最小值。

• 求值：sin 150◦、cos 240◦、tan(−60◦)。

• 用五点法画出 y = sin x在 [0, 2π]上的图象，标出五个关键点。

• 求 y = 3 sin
(
x− π

6

)
的振幅、周期、初相。

B应用层

• 已知 tanα =
1

2
，求

sinα + 2 cosα

sinα− cosα
的值。

• 化简 sin 15◦ cos 15◦；计算 cos2 22.5◦ − sin2 22.5◦。

• 已知 sinα =
5

13
，α为第一象限角，求 sin 2α、cos 2α。

• 某弹簧振子的位移 x = 6 sin
(π
3
t
)
（厘米，t为秒）。求振幅、周期，以及 t = 2秒时的位

移。

C拓展层

• 证明恒等式：1 + sin 2α

cos 2α
=

cosα + sinα

cosα− sinα
。（提示：左边用二倍角公式展开，右边分子分母

同乘 cosα + sinα）

• 已知 sin x+ cos x =
1

5
，且 0 < x < π，求 sin x cos x与 sin x− cos x的值。（提示：两边平

方；由 sin x cos x < 0判断 sin x− cos x的符号）

参考答案（章末集中）

Try It即时练习答案

• 5.1：（1）{β | β = 45◦ + k · 360◦, k ∈ Z}。（2）−210◦ = −360◦ + 150，第二象限；960◦ =

2× 360◦ + 240，第三象限。

• 5.2：（1）210◦ =
7π

6
；

5π

4
= 225◦。（2）l =

π

6
× 2 =

π

3
≈ 1.05。

• 5.3：r =
√

(−5)2 + 122 = 13；sin β =
12

13
，cos β = − 5

13
，tan β = −12

5
。

• 5.4：sin
2π

3
=

√
3

2
；cos

5π

4
= −

√
2

2
；tan

7π

6
=

√
3

3
。
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• 5.5：cosα = −3

5
（第二象限余弦为负），tanα = −4

3
。

• 5.6：分子分母同除以 cosα：
tanα− 1

tanα + 1
=

3− 1

3 + 1
=

1

2
。

• 5.7：sin 150◦ =
1

2
；cos 240◦ = −1

2
；tan(−45◦) = −1；cos

(
−2π

3

)
= −1

2
。

• 5.8：sin(−α) cos(π + α) tan(π − α) = (− sinα)(− cosα)(− tanα) = − sinα cosα · sinα
cosα

=

− sin2 α。

• 5.9：（1）五个关键点 (0, 0)、
(π
2
, 1
)
、(π, 0)、

(
3π

2
,−1

)
、(2π, 0)；最大值点

(π
2
, 1
)
，最

小值点
(
3π

2
,−1

)
。（2）sin x ∈ [−1, 1]，ymax = 1− 2× (−1) = 3，ymin = 1− 2× 1 = −1。

• 5.10：（1）T =
2π
1
2

= 4π。（2）余弦在 [2kπ, π + 2kπ]递减，取 k = 0：[0, π]。

• 5.11：（1）T =
π
1
2

= 2π。（2）tan 80◦ > 0，tan 120◦ = tan(180◦ − 60◦) = − tan 60 < 0，故

tan 80◦ > tan 120◦。

• 5.12：sin 15◦ = sin(45◦ − 30◦) =

√
6−

√
2

4
；cos 105◦ = cos(60◦ + 45◦) =

√
2−

√
6

4
。

• 5.13：cosα = −3

5
，sin β = − 5

13
；cos(α−β) = cosα cos β+sinα sin β =

(
−3

5

)(
−12

13

)
+

4

5

(
− 5

13

)
=

36

65
− 20

65
=

16

65
。

• 5.14：sinα =
3

5
（第二象限正弦为正）；sin 2α = 2× 3

5
×
(
−4

5

)
= −24

25
；cos 2α = 2

(
−4

5

)2

−

1 =
32

25
− 1 =

7

25
。

• 5.15：
sin 40◦

cos 20◦
=

2 sin 20◦ cos 20◦

cos 20
= 2 sin 20。

• 5.16：振幅 3，周期 T = π，初相
π

3
。五点：2x+

π

3
= 0,

π

2
, π,

3π

2
, 2π→ x = −π

6
,
π

12
,
π

3
,
7π

12
,
5π

6
，

对应 y = 0, 3, 0,−3, 0。

• 5.17：周期 π → ω = 2；代入
(π
6
, 2
)
：A sin

π

3
= 2，A×

√
3

2
= 2，A =

4√
3
=

4
√
3

3
。

• 5.18：h(t) = 95：50− 45 cos
π

5
t = 95，cos

π

5
t = −1，

π

5
t = π，t = 5分钟。

• 5.19：最大值 311伏；T =
2π

100π
=

1

50
秒；频率 f = 50赫兹。

各节练习答案
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• 5.1节：1. {β | β = −150◦ + k · 360◦, k ∈ Z}；−150◦ = −360◦ + 210，第三象限；780◦ =

2× 360◦ + 60，第一象限。2. 225◦ =
5π

4
；

11π

6
= 330◦。3. 120◦ =

2π

3
，l = αr =

2π

3
× 3 =

2π；S =
1

2
lr =

1

2
× 2π × 3 = 3π。4. 分针 20分钟转 120◦ =

2π

3
，l =

2π

3
× 10 =

20π

3
≈

20.9 cm。

• 5.2节：1. r =
√

82 + (−6)2 = 10，sinα = −3

5
，cosα =

4

5
，tanα = −3

4
。2. sin

3π

4
=

√
2

2
；cos

5π

3
=

1

2
；tan

5π

4
= 1。3. 250◦第三象限→ sin 250◦ < 0；940◦ = 2× 360◦ + 220

第三象限→ cos 940◦ < 0；−120◦ 第三象限→ tan(−120◦) > 0。4. cos2 α = 1 − 144

169
=

25

169
，第四象限余弦为正→ cosα =

5

13
；tanα =

−12
13
5
13

= −12

5
。5. 分子分母同除以 cosα：

tanα + 1

2 tanα− 1
=

2 + 1

4− 1
= 1。

• 5.3节：1. sin 300◦ = sin(360◦ − 60◦) = − sin 60◦ = −
√
3

2
；cos

(
−5π

6

)
= cos

5π

6
= −

√
3

2
；

tan
4π

3
= tan

π

3
=

√
3。2. sin(π−α) = sinα，cos(−α) = cosα，tan(π+α) = tanα，原式

=
sinα cosα

tanα
= cos2 α。3. 1110◦ = 3 × 360◦ + 30，cos 1110◦ = cos 30◦ =

√
3

2
。4. sin(π +

α) = − sinα = −12

13
；cos

(π
2
− α

)
= sinα =

12

13
。

• 5.4节：1. sin 3x：T =
2π

3
；cos

x

3
：T =

2π
1
3

= 6π。2. 正弦的递增区间为
[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
，

取 k = 0，在 [−π, π]内为
[
−π

2
,
π

2

]
。3. 3x +

π

6
6= π

2
+ kπ → x 6= π

9
+

kπ

3
（k ∈ Z）。4.

sin x ∈ [−1, 1]，ymax = −2 × (−1) + 3 = 5（sin x = −1，x = −π

2
+ 2kπ），ymin = −2 ×

1 + 3 = 1。5.
π

7
、

2π

7
∈
(
0,

π

2

)
，正弦在该区间递增→ sin

π

7
< sin

2π

7
；cos x在 [0, π]递

减，
3π

7
<

5π

7
→ cos

3π

7
> cos

5π

7
。6. 令 t = 2x− π

3
，由 x ∈ [0, π]得 t ∈

[
−π

3
,
5π

3

]
。sin t

的递增区间为
[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
。与 t 的范围相交：k = 0 时

[
−π

3
,
π

2

]
，k = 1 时[

3π

2
,
5π

3

]
。反解 x：−π

3
≤ 2x− π

3
≤ π

2
→ 0 ≤ x ≤ 5π

12
；
3π

2
≤ 2x− π

3
≤ 5π

3
→ 11π

12
≤ x ≤

π。故单调递增区间为
[
0,

5π

12

]
和
[
11π

12
, π

]
。7. 直线 y =

1

2
与 y = sin x在 [0, 2π]上相交

两次：x =
π

6
或 x =

5π

6
。通解为 x =

π

6
+ 2kπ或 x =

5π

6
+ 2kπ（k ∈ Z）——只写一个

解，就漏掉了另一半。8. 不对。原函数的分母 cos x不能为 0，即 x 6= π

2
+ kπ；化简得

sin x，但定义域保持为
{
x | x 6= π

2
+ kπ

}
——它恰与 y = tan x的定义域相同。若直接写

成“sin x且 x ∈ R”，就把 cos x 6= 0这一约束丢了。

• 5.5节：1. tan 75◦ = tan(45◦+30◦) =
1 +

√
3
3

1−
√
3
3

= 2+
√
3；cos 75◦ = cos(45◦+30◦) =

√
2

2
·
√
3

2
−

√
2

2
· 1
2
=

√
6−

√
2

4
。2. cosα = −4

5
，sin β = −12

13
；sin(α+β) =

3

5
× 5

13
+

(
−4

5

)(
−12

13

)
=
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15

65
+

48

65
=

63

65
。3. tan 2α =

2× 2

1− 22
=

4

−3
= −4

3
。4. y = 2

(√
3

2
sin x+

1

2
cos x

)
=

2 sin
(
x+

π

6

)
，最大值 2。5. 右边 =

2 sinα
cosα

cos2 α+sin2 α
cos2 α

= 2 sinα cosα = sin 2α =左边 ✓。

• 5.6 节：1. 振幅 A = 4；周期 T =
2π
1
2

= 4π；初相 φ =
π

3
。2. 先向左平移

π

3
得 y =

sin
(
x+

π

3

)
，再把横坐标缩短为原来的

1

2
，得 y = sin

(
2x+

π

3

)
（也可先缩横坐标为

1

2
再

向左平移
π

6
）。3. 最高点纵坐标 3 → A = 3；ω · π

4
=

π

2
→ ω = 2，T =

2π

2
= π。4. 振幅

0.002米；T =
2π

880π
=

1

440
秒；频率 f = 440 Hz。5. 2 sinφ = 1→ sinφ =

1

2
，取 φ =

π

6
。

• 5.7节：1. ymax = 6 + 2 = 8米，ymin = 6− 2 = 4米，周期 T =
2π

π/6
= 12小时。2. 半径

30，振幅 A = 30，基线 b = 35，ω =
2π

8
=

π

4
，最低点出发：h(t) = 35− 30 cos

π

4
t；最大

高度 65米，最小高度 5米。3. 最大值 220
√
2 ≈ 311伏；T =

2π

100π
=

1

50
秒；频率 50 Hz；

t =
1

600
秒时 u = 220

√
2 sin

π

6
= 110

√
2 ≈ 155.6伏。4. h(2) = 35 − 30 cos

π

2
= 35米。5.

令 35− 30 cos
π

4
t = 50，得 cos

π

4
t = −1

2
，

π

4
t =

2π

3
，t =

8

3
≈ 2.67分钟。

A基础层答案

A1：150◦ =
5π

6
；

3π

4
= 135◦。

A2：sin
π

6
=

1

2
；cos

π

3
=

1

2
；tan

π

4
= 1。

A3：200◦第三象限，sin 200◦ < 0；120◦第二象限，cos 120◦ < 0；225◦第三象限，tan 225◦ >

0（且 tan 225◦ = tan 45◦ = 1）。

A4：cosα = −
√

1− 16

25
= −3

5
；tanα =

4
5

−3
5

= −4

3
。

A5：T =
2π

2
= π；ymax = 1，ymin = −1。

A6：sin 150◦ = sin 30◦ =
1

2
；cos 240◦ = − cos 60◦ = −1

2
；tan(−60◦) = − tan 60◦ = −

√
3。

A7：五个关键点 (0, 0)、
(π
2
, 1
)
、(π, 0)、

(
3π

2
,−1

)
、(2π, 0)，连成光滑曲线。

A8：振幅 3，周期 T = 2π，初相 φ = −π

6
。

B应用层答案

B9：分子分母同除以 cosα：
tanα + 2

tanα− 1
=

1
2
+ 2

1
2
− 1

=
5
2

−1
2

= −5。

B10：sin 15◦ cos 15◦ =
1

2
sin 30◦ =

1

4
；cos2 22.5◦ − sin2 22.5◦ = cos 45◦ =

√
2

2
。

B11：cosα =
12

13
；sin 2α = 2× 5

13
× 12

13
=

120

169
；cos 2α = 1− 2

(
5

13

)2

= 1− 50

169
=

119

169
。
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B12：振幅 6厘米；周期 T =
2π
π
3

= 6秒；x(2) = 6 sin
2π

3
= 6×

√
3

2
= 3

√
3厘米。

C拓展层答案

C13：左边 =
1 + 2 sinα cosα

cos2 α− sin2 α
=

(cosα + sinα)2

(cosα− sinα)(cosα + sinα)
=

cosα + sinα

cosα− sinα
=右边 ✓。

C14：(sin x + cos x)2 = 1 + 2 sin x cos x =
1

25
，故 sin x cos x =

1
25

− 1

2
= −12

25
。由 0 < x <

π 且 sin x cos x < 0知 cos x < 0，x在第二象限，故 sin x − cos x > 0，(sin x − cos x)2 = 1 −
2 sin x cos x = 1 +

24

25
=

49

25
，sin x− cos x =

7

5
。
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第六章 规律怎么一步步长出来：数列

章首情境

6.1 数列的概念：从“一堆数”到“一列数”

6.1.1数列的概念与通项公式

学习目标

• 能说出数列的定义，能区分“有序的数列”与“无序的集合”；

• 能写出数列的通项公式，并能用通项公式求任意一项；

• 能判断某个数是否为给定数列的项。

前置复习（Be Prepared）

• 函数 y = x2的自变量如果只取正整数 1, 2, 3, . . .，对应的函数值依次是什么？

• 当 n取正整数时，2n、2n− 1、n2各对应哪些数？

• 集合 {1, 3, 5}与 {3, 1, 5}相等吗？为什么？

情境引入：折纸堆叠（呼应章首）

把一张纸对折 1次，得到 2层；对折 2次，4层；对折 3次，8层⋯⋯“层数”按对折次
数依次排开：

2, 4, 8, 16, . . .

想一想：第 6次对折后有多少层？能否写出一个公式，直接“算出”任意一次对折后的层数，
而不必一层层往下数？

数列的概念

一般地，我们把按确定顺序排成的一列数叫做数列。数列中的每一个数叫做这个数列的
项，数列的一般形式可以写成
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a1, a2, a3, . . . , an, . . .

其中 an是数列的第 n项，n ∈ N∗。数列 {an}可以看作定义在正整数集（或其有限子集）
上的函数，an = f(n)。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 6.1: 数列 an = n2 的图象：定义在正整数上的函数，图象是一系列孤立的点，落在抛物线

y = x2 上

通项公式

如果数列 {an}的第 n项 an 与序号 n之间的关系可以用一个式子表示，那么这个式子叫

做这个数列的通项公式。

How To：由数列的前几项写通项公式

• 观察相邻两项之差（差恒定→很可能是等差数列，6.2节学习）；

• 观察相邻两项之比（比恒定→很可能是等比数列，6.3节学习）；

• 观察项与序号 n的关系（常见的模板：n、2n、2n− 1、n2、
1

n
、(−1)n）；

• 用前 1、2项检验你写出的公式，再多代几项验证。

例题 6.1

（由前几项写通项公式）

写出下列数列的一个通项公式：

（1）1, 4, 9, 16, 25, . . .；　（2）1, 3, 5, 7, 9, . . .；　（3）1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .；　（4）1,−1, 1,−1, 1, . . .。
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解：（1）各项分别是 12, 22, 32, 42, 52，故 an = n2。（2）第 1项为 1，且 1 = 2× 1− 1，3 = 2×
2− 1，5 = 2× 3− 1，故 an = 2n− 1。（3）an =

1

n
。　（4）奇数项为 1、偶数项为 −1，交替

出现，故 an = (−1)n+1。

检验（4）：n = 1时 (−1)2 = 1 ✓；n = 2时 (−1)3 = −1 ✓；n = 5时 (−1)6 = 1 ✓。

Try It 6.1：写出数列 3, 5, 7, 9, 11, . . .的一个通项公式，并用它求第 10项。

Q&A

• 问：数列和集合有什么区别？

答：数列强调顺序，(1, 3, 5)与 (3, 1, 5)是不同数列；集合不强调顺序，是同一个集合。另外数

列允许重复项（如 1, 1, 2, 3），集合不允许。

• 问：an与 {an}有什么区别？

答：an表示第 n项这一个数；{an}表示整个数列。

探究活动：用围棋棋子摆“三角形数”——1个、3个、6个、10个、15个⋯⋯每摆一层，就
在原来的三角形底下垫一层。数出第 1层到第 4层的棋子数，写下数列 1, 3, 6, 10, . . .，并验证

它的通项公式是 an =
n(n+ 1)

2
。先预测第 5项，再摆出来核对。

想一想：数列 1, 2, 3, 4, . . .能看作函数吗？如果能，它的定义域和值域分别是什么？

6.1.2数列的递推公式与前 n项和

学习目标

• 能根据递推公式写出数列的前几项；

• 理解前 n项和 Sn与 an的关系，会用 Sn求 an。

前置复习：已知 a1 = 1，且从第二项起每一项都是前一项的 2倍。写出这个数列的前 5项。

情境引入：存款复利（呼应章首）

存入 10000元，年利率 3%，每年复利一次。记 an为第 n年年末的本息和，则

a1 = 10300, an = 1.03 an−1 (n ≥ 2)

用“前一项表示后一项”来定义整个数列，这就是递推公式。

递推公式

如果已知数列 {an}的第 1项（或前几项），且从第 2项（或某一项）起，任一项 an与它

的前一项 an−1（或前几项）之间的关系可以用一个式子表示，那么这个式子叫做数列的递推
公式。

前 n项和
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数列 {an}从第 1项到第 n项的和叫前 n项和，记作

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an

它和通项 an之间有如下基本关系：

an =


S1, n = 1

Sn − Sn−1, n ≥ 2

How To：由 Sn求 an

• 先算 a1 = S1（把 n = 1代入 Sn）；

• 当 n ≥ 2时，计算 an = Sn − Sn−1；

• 单独检验 n = 1时公式是否也成立：成立→统一写成一段；不成立→分段写。

例题 6.2

（由 Sn求 an）

已知数列 {an}的前 n项和 Sn = n2 + n，求 an。

解：a1 = S1 = 12 + 1 = 2。当 n ≥ 2时，

an = Sn − Sn−1 = (n2 + n)− [(n− 1)2 + (n− 1)] = n2 + n− (n2 − n) = 2n

检验：a1 = 2，而 2n在 n = 1时也为 2，公式对 n = 1也成立。

故 an = 2n（n ∈ N∗）。

验算：S3 = 9 + 3 = 12，而 a1 + a2 + a3 = 2 + 4 + 6 = 12 ✓。

Try It 6.2：已知 Sn = n2 + n+ 1，求 an。

数学视野：斐波那契数列——1202年，斐波那契在《算盘全书》中提出著名的兔子问题：一
对兔子每月生下一对小兔，小兔出生后的第二个月起也能生育。若最初有一对小兔，每月兔

子的对数依次为

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

它由递推公式给出：F1 = 1，F2 = 1，Fn = Fn−1 + Fn−2（n ≥ 3）。向日葵种子排列的螺

旋数、菠萝鳞片的螺旋数、黄金比例
1 +

√
5

2
≈ 1.618⋯⋯都藏着斐波那契数的影子。

想一想（真实情境）：向日葵花盘上，顺时针与逆时针的螺旋数常常是相邻的两个斐波那契数
（如 21和 34）。在你身边找一找，还有哪些自然物的数量排列符合斐波那契数列？
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练一练：已知 a1 = 2，an = 3an−1 − 1（n ≥ 2），写出数列的前 4项。

本节练习（答案见章末）

• 写出数列 1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, . . .的一个通项公式，并用它求第 10项。

• 已知数列 {an}的通项公式为 an = (−1)n · n，写出它的前 4项，并求 a8。

• 判断 40是否为数列 an = n2 + 3n的项？若是，求出它的序号。

• 已知数列 {an}的前 n项和 Sn = 3n2 + 2n，求 an（注意 n = 1与 n ≥ 2要分别讨论）。

6.2 等差数列：每一步都加同一个数

6.2.1等差数列的概念与通项公式

学习目标

• 理解等差数列的定义，会求公差；

• 掌握通项公式 an = a1 + (n− 1)d，能灵活求首项、公差或项数；

• 会用等差中项判断三个数是否成等差数列。

前置复习：写出数列 2, 5, 8, 11, 14相邻两项的差，你发现了什么规律？

情境引入：影院的座位（呼应章首“堆叠”）

某影院第一排有 20个座位，往后每一排都比前一排多 2个座位。每排座位数构成一列数

20, 22, 24, 26, . . .

相邻两项的差恒为 2。这种“等差”规律，就是本节的主角。

等差数列的概念

一般地，如果一个数列从第 2项起，每一项与它的前一项的差都等于同一个常数，那么
这个数列叫做等差数列，这个常数叫做等差数列的公差，通常用字母 d表示。即

an − an−1 = d (n ≥ 2)

通项公式

若等差数列 {an}的首项为 a1，公差为 d，则

an = a1 + (n− 1)d

How To：解等差数列问题
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• 辨认已知量：首项 a1、公差 d、项数 n、末项 an；

• 套用通项公式 an = a1 + (n− 1)d；

• 已知条件不足时，把每个条件都转成关于 a1、d的方程（组），解出未知量。

例题 6.3

（等差数列通项）

在等差数列 {an}中，a3 = 9，a7 = 21，求通项公式 an与 a20。

解：由 a7 − a3 = (7 − 3)d，得 4d = 21 − 9 = 12，所以 d = 3。由 a3 = a1 + 2d，得 a1 = 9 −
2× 3 = 3。于是通项公式为

an = 3 + (n− 1)× 3 = 3n

a20 = 3× 20 = 60。

验算：a3 = 3× 3 = 9 ✓，a7 = 3× 7 = 21 ✓。

Try It 6.3：在等差数列 {an}中，a5 = 12，a10 = 27，求 a1、d与 an。

等差中项

如果三个数 a、A、b成等差数列，那么 A− a = b−A，即 A =
a+ b

2
。这时 A叫做 a与

b的等差中项。反过来，若 A =
a+ b

2
，则 a、A、b一定成等差数列。

Q&A

• 问：等差数列的图象有什么特征？

答：把 (n, an)描在平面直角坐标系中，an = dn+ (a1 − d)是 n的一次函数，图象是落在一条
直线上的一组孤立的点。d > 0时递增，d < 0时递减，d = 0时为常数列。

• 问：常数列 5, 5, 5, . . .是等差数列吗？

答：是。an − an−1 = 0，公差 d = 0。

6.2.2等差数列的前 n项和公式

学习目标

• 理解等差数列前 n项和公式的推导（倒序相加）；

• 会用 Sn =
n(a1 + an)

2
与 Sn = na1 +

n(n− 1)

2
d求解；

• 能结合单调性判断前 n项和的最值情形。
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前置复习：1 + 2 + 3 + · · ·+ 100等于多少？高斯是怎么算的？（提示：首尾配对）

情境引入：高斯的算法

传说高斯 10岁时，老师让大家计算 1加到 100。高斯很快写出答案：把首尾配对，(1 +

100)、(2 + 99)、⋯⋯、(50 + 51)，共 50对，每对都是 101，所以

S = 50× 101 = 5050

这个“配对”思想，就是等差数列求和公式的核心。

前 n项和公式

设等差数列 {an}的首项为 a1，公差为 d，则

Sn =
n(a1 + an)

2
= na1 +

n(n− 1)

2
d

推导（倒序相加）：把 Sn = a1 + a2 + · · · + an 倒过来写：Sn = an + an−1 + · · · + a1。两式相

加，对应项 ak + an+1−k = a1 + an（由等差中项性质），共有 n对，故 2Sn = n(a1 + an)，两边

除以 2即得。

How To：求等差数列前 n项和

• 找出首项 a1、末项 an（或公差 d）与项数 n；

• 选公式：已知首末项→用 Sn =
n(a1 + an)

2
；已知首项和公差→用 Sn = na1+

n(n− 1)

2
d；

• 若项数 n未知，先由通项公式 a1 + (n− 1)d = an反解出 n。

例题 6.4

（求等差数列前 n项和）

求 1 + 3 + 5 + · · ·+ 99的值。

解：这是首项 1、公差 2的等差数列求和。先求项数：由通项公式

1 + (n− 1)× 2 = 99

解得 n = 50。于是

S50 =
50(1 + 99)

2
= 50× 50 = 2500

答：和为 2500。

验算：前 50个奇数之和恰为 502 = 2500——把奇数摆成 1 + 3 + 5 + · · ·逐层叠放，正好
拼出一个 50× 50的方格阵，这也是 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2的直观解释。

Try It 6.4：求 2 + 5 + 8 + · · ·+ 101的值。
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例题 6.5

（等差数列应用，呼应章首）

某剧院有 25排座位，第一排 20个，往后每一排都比前一排多 2个座位。

（1）最后一排有多少个座位？；　（2）全场共有多少个座位？

解：每排座位数构成等差数列：a1 = 20，d = 2，n = 25。

（1）a25 = 20 + (25− 1)× 2 = 20 + 48 = 68。最后一排有 68个座位。　（2）全场座位数
为前 25项和：

S25 =
25(20 + 68)

2
= 25× 44 = 1100

全场共有 1100个座位。

验算：用另一公式 S25 = 25× 20 +
25× 24

2
× 2 = 500 + 600 = 1100 ✓。

Try It 6.5：若该剧院第一排 30座，往后每排多 1座，共 20排，全场共有多少个座位？

技术应用：用 WPS 表格或 Excel 验证例题 6.5——A 列输入排数 1 至 25，B 列输入公式
`=20+2*(A1-1)`并向下填充，观察 B列是否依次为 20、22、24、⋯⋯，再用 `=SUM(B1:B25)`
求和，核对是否等于 1100。

练一练：等差数列 {an}中 a1 = 10，d = −1，前 n项和最大时 n等于多少？（提示：an = 11−
n，写几项感受符号变化）

本节练习（答案见章末）

• 在等差数列 {an}中，a4 = 14，a9 = 34，求公差 d、首项 a1与 a15。

• 已知 x、2x+ 1、11三个数成等差数列，求 x的值。

• 求 5 + 10 + 15 + · · ·+ 200的值。

• 小宇制定训练计划：第 1周跑 10 km，以后每周比上一周多跑 3 km。（1）第 8周跑多少
公里？（2）前 8周共跑多少公里？

• 三个数成等差数列，它们的和为 15，平方和为 83。求这三个数。（提示：设三数为 a− d，

a，a+ d，先由“和”求出 a，再代入“平方和”求 d）

• 等差数列 {an}中，an = 23 − 2n。（1）写出前几项，找出“最后一个不小于 0的项”是
哪一项；（2）判断前 n项和 Sn在哪一项取得最大值，并求出这个最大值。（提示：Sn的

最大值在“最后一个非负项”处取到，还是“第一个负项”处取到？）

6.3 等比数列：每一步都乘同一个数

6.3.1等比数列的概念与通项公式
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学习目标

• 理解等比数列的定义，会求公比；

• 掌握通项公式 an = a1q
n−1，能灵活求解；

• 会用等比中项判断三个数是否成等比数列。

前置复习：把一张纸对折 1、2、3、4次，层数分别是多少？相邻两项之比有什么规律？

情境引入：折纸堆叠（呼应章首）

一张纸对折 1次 2层、2次 4层、3次 8层⋯⋯层数数列 2, 4, 8, 16, . . .的相邻两项之比恒

为 2。同类的现象还有：细胞分裂（1变 2，2变 4）、存款复利、病毒传播。这种“等比”规
律，是本节的主角。

等比数列的概念

一般地，如果一个数列从第 2项起，每一项与它的前一项的比都等于同一个常数（不为
0），那么这个数列叫做等比数列，这个常数叫做等比数列的公比，通常用字母 q表示。即

an
an−1

= q (n ≥ 2, q 6= 0)

通项公式

若等比数列 {an}的首项为 a1（a1 6= 0），公比为 q，则

an = a1q
n−1

等比中项

如果三个数 a、G、b成等比数列，那么
G

a
=

b

G
，即 G2 = ab（且 ab > 0）。这时 G叫做 a

与 b的等比中项，G = ±
√
ab。

例题 6.6

（等比数列通项）

在等比数列 {an}中，a2 = 6，a5 = 48，求 an。

解：由 a5 = a2q
5−2，得 48 = 6q3，所以 q3 = 8，q = 2。由 a2 = a1q，得 a1 =

6

2
= 3。于是通

项公式为

an = 3 · 2n−1

验算：a2 = 3× 2 = 6 ✓，a5 = 3× 24 = 3× 16 = 48 ✓。

Try It 6.6：在等比数列 {an}中，a3 = 9，a6 = 72，求 an。

第 109页



6.3.2等比数列的前 n项和公式

学习目标

• 理解等比数列前 n项和公式的推导（错位相减）；

• 会用 Sn =
a1(1− qn)

1− q
（q 6= 1）求解；

• 能解决复利、增长率等实际应用问题。

前置复习：1 + 2 + 4 + 8 + 16 =?如果把这个和整体乘 2，再与原式相减，会发生什么？

情境引入：棋盘上的麦粒

传说一位聪明的臣子向国王请求赏赐：在国际象棋棋盘的第一个格子里放 1粒麦子，第
二个格子放 2粒，第三个格子放 4粒⋯⋯每个格子放前一个格子的 2倍，放满全部 64个格子。
这需要多少粒麦子？答案就是

S64 = 1 + 2 + 4 + · · ·+ 263

一个大到难以想象的数字。怎么算“比较快”？

前 n项和公式

设等比数列 {an}的首项为 a1，公比为 q，则当 q 6= 1时，

Sn =
a1(1− qn)

1− q
=

a1(q
n − 1)

q − 1

当 q = 1时，Sn = na1。

推导（错位相减）：Sn = a1 + a1q + · · ·+ a1q
n−1，两边同乘 q：

qSn = a1q + a1q
2 + · · ·+ a1q

n

两式相减，中间各项全部抵消：

(1− q)Sn = a1 − a1q
n = a1(1− qn)

当 q 6= 1时，两边除以 1− q即得公式。

How To：求等比数列前 n项和

• 确认首项 a1、公比 q、项数 n；

• 判断 q是否等于 1（等于 1时直接用 Sn = na1）；

• 套公式，注意 n是“项数”——从 q0到 q10共 11项，别数错。
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例题 6.7

（求等比数列前 n项和）

求 1 + 2 + 4 + · · ·+ 210的值。

解：这是首项 1、公比 2的等比数列，从 20到 210共 11项。

S11 =
1 · (211 − 1)

2− 1
= 211 − 1 = 2048− 1 = 2047

验算：1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 128 + 256 + 512 + 1024 = 2047 ✓。

Try It 6.7：求
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

210
的值。

例题 6.8

（等比数列应用，呼应章首“存款复利”）

王阿姨把 10000元存入银行，年利率 3%，每年复利一次（上一年的本息和作为下一年本
金）。

（1）第 n年年底的本息和 an是多少？；　（2）5年后她可以取回多少钱？

解：（1）每年本息和是上一年的 1 + 3% = 1.03倍，所以 {an}是首项 a1 = 10000 × 1.03 =

10300、公比 q = 1.03的等比数列：

an = 10300× 1.03n−1

（2）第 5年年底本息和为 a5 = 10300× 1.034 = 10000× 1.035。逐次计算：1.032 = 1.0609，

1.033 ≈ 1.092727，1.034 ≈ 1.12550881，1.035 ≈ 1.159274。

a5 ≈ 10000× 1.159274 ≈ 11592.74

答：5年后她可以取回约 11592.74元。

Try It 6.8：某种细菌每小时分裂一次（1个变成 2个）。最初有 100个细菌，6小时后有多少
个？

数学视野：72法则——估算“钱多少年翻倍”，金融业有一个快捷心算法：

翻倍年数 ≈ 72

年利率（百分数）

年利率 3%时，
72

3
= 24年；精确计算 1.03n = 2，得 n =

ln 2

ln 1.03
≈ 0.693

0.02956
≈ 23.45年。

24与 23.45相当接近——“72法则”是经验的、近似的，但它把指数运算变成了心算。

练一练：等比数列 {an}中 a1 = 2，q =
1

2
，求 S5。

本节练习（答案见章末）
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• 在等比数列 {an}中，a3 = 12，a5 = 48，求公比 q与通项公式 an。

• 求 2与 18的等比中项。

• 求 3 + 6 + 12 + · · ·+ 96的值。

• 某品牌手机电池满电容量为 5000 mAh。每完成一次充放电循环，满电容量降为前一次的
90%。求第 5次循环后的满电容量（结果保留整数）。

• 已知等比数列 {an}中，a1 = 2，q = 1，求 S6。有同学套公式 Sn =
a1(1− qn)

1− q
，分母变

成 0算不下去——问题出在哪里？公比 q等于 1时，前 n项和应该怎么写？

• 设 Sn =
1

1 · 3
+

1

2 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 2)
。先验证恒等式

1

n
− 1

n+ 2
=

2

n(n+ 2)
，再求 Sn的

表达式。（提示：裂项相消前先配系数，把
1

n(n+ 2)
拆成

1

2

(
1

n
− 1

n+ 2

)
）

• 求 Sn = 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n。（提示：这是“等差 ×等比”型，用错位相减：
写出 2Sn并错一位对齐，两式相减后检查“首项和末项各剩一个、中间全部抵消”；最后

用 n = 2代入验证 S2）

6.4 数学归纳法：推倒第一块骨牌，推倒全部骨牌

学习目标

• 理解数学归纳法的原理与适用对象（与正整数有关的命题）；

• 掌握数学归纳法的两个步骤：奠基与递推；

• 能区分“奠基”与“递推”各自的作用，会用数学归纳法证明求和公式与整除性问题。

前置复习：1 + 2 + 3 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
，验证 n = 1, 2, 3时成立——但你能保证它对一切

正整数都成立吗？

情境引入：多米诺骨牌

要使“任意多块骨牌全部倒下”，只需要两件事：第一，把第一块骨牌推倒（奠基）；第
二，保证任意一块倒下后，下一块一定跟着倒下（递推）。数学归纳法就是把“证明一个命题
对一切正整数成立”变成这两件事。

数学归纳法的原理

证明一个与正整数 n有关的命题 P (n)，只需完成两步：

（1）奠基：证明 n = 1时命题成立（若命题从 n = n0开始有意义，则从 n = n0奠基）；　

（2）递推：假设 n = k（k不小于起点）时命题成立，证明 n = k + 1时命题也成立。

由（1）（2），命题对一切符合条件的正整数 n都成立。

How To：用数学归纳法证明

第 112页



• 明确要证明的命题 P (n)（先看它“从几开始有意义”）；

• 奠基：验证起点 n = 1（或 n = n0）时命题成立；

• 递推：假设 n = k时命题成立（这叫归纳假设），把 n = k代入原命题；

• 从归纳假设出发，推导 n = k + 1时命题成立——关键是把 P (k)转化出 P (k + 1)；

• 下结论：“由（1）（2），命题对一切正整数 n成立。”

例题 6.9

（用数学归纳法证明求和公式）

用数学归纳法证明：1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
（n ∈ N∗）。

解：设命题 P (n)：1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
。

（1）奠基：n = 1时，左边 = 1，右边 =
1× 2

2
= 1，等式成立。　（2）递推：假设 n = k

（k ≥ 1）时等式成立，即

1 + 2 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2

那么当 n = k + 1时，

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

k(k + 1) + 2(k + 1)

2
=

(k + 1)(k + 2)

2

这正是 n = k + 1时的右边（
(k + 1)[(k + 1) + 1]

2
），等式成立。

由（1）（2），等式对一切正整数 n成立。■

Try It 6.9：用数学归纳法证明：1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2。

例题 6.10

（用数学归纳法证明整除性）

用数学归纳法证明：n3 + 5n能被 6整除（n ∈ N∗）。

解：设命题 P (n)：n3 + 5n能被 6整除。

（1）奠基：n = 1时，13 + 5× 1 = 6，能被 6整除，命题成立。　（2）递推：假设 n = k

时命题成立，即 k3 + 5k能被 6整除。

当 n = k + 1时，

(k + 1)3 + 5(k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1 + 5k + 5 = (k3 + 5k) + 3k(k + 1) + 6
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其中 k3+5k能被 6整除（归纳假设）；k(k+1)是相邻两个整数之积，必为偶数，故 3k(k+

1)能被 6整除；6显然能被 6整除。三者之和仍能被 6整除，即 n = k + 1时命题成立。

由（1）（2），n3 + 5n对一切正整数 n都能被 6整除。■

Try It 6.10：用数学归纳法证明：4n − 1能被 3整除。

学习提示：数学归纳法最常见的错误，是把“假设 n = k时命题成立”误当成“已经证明 n =

k时成立”。归纳假设只是临时借用——假定它能成立，借此推证下一项也能成立。把它想成
爬梯子：第一步把梯子立起来（奠基），之后每一级都踩在上一级上（递推），但每一级之间

必须有真正“踩上去”的动作，不能跳过。

项目学习（小组任务）：研究“朋友圈认识问题”——有 2n个人，任意两人之间要么认识要么

不认识。请从 n = 1（2个人）验证开始，尝试用数学归纳法的框架思考：是否总能找到若干
人，使得他们两两互相认识或两两互相不认识？不必追求完整证明，重点是练习“奠基 +递
推”的思考结构。

想一想：小明声称“用数学归纳法证明 1+2+ · · ·+n =
n(n+ 1)

2
+1”。他的第一步写了：n =

1时，左边 = 1，右边 =
1× 2

2
+ 1 = 2，两边不相等。于是证明进行不下去。这件事说明了什

么？（提示：奠基步就是“第一块骨牌”）

本节练习（答案见章末）

• 用数学归纳法证明：1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n− 2) =
n(3n− 1)

2
（n ∈ N∗）。

• 用数学归纳法证明：13 + 23 + · · ·+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
（n ∈ N∗）。

• 用数学归纳法证明：n3 − n能被 3整除（n ∈ N∗）。

• 用数学归纳法证明：1+ 1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
< 2− 1

n
（n ≥ 2）。（提示：先验证 n = 2；递推步

必须从归纳假设出发做放缩——要证 2− 1

n
+

1

(n+ 1)2
< 2− 1

n+ 1
，只需说明

1

(n+ 1)2
<

1

n
− 1

n+ 1
）

• 用数学归纳法证明： 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
= 1− 1

n
（n ≥ 2）。（提示：命题从 n =

2起才有意义——奠基应验证 n = 2而不是 n = 1，验证 n = 1时 n− 1 = 0无法代入）

• 已知数列 {an}满足 a1 = 1，an+1 =
an

1 + an
。用数学归纳法证明：an =

1

n
。（提示：递推

步必须“代入归纳假设”——ak+1 应由递推关系 ak+1 =
ak

1 + ak
结合 ak =

1

k
推得，而不

是另起炉灶直接证）

本章回顾

概念地图
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·数列 a_n（按确定顺序排成的一列数）·表示法·通项公式：a_n = f(n)·递推公式：a_1
已知，a_n由前项表示（如斐波那契 F_n = F_n-1 + F_n-2）·前 n项和 S_n与 a_n：a_n = S_1
(n=1)；a_n = S_n - S_n-1 (n≥2)·等差数列（公差 d：a_n - a_n-1 = d）·通项：a_n = a_1 + (n-1)d
·求和：S_n = n(a_1 + a_n)/2 = na_1 + n(n-1)d/2（倒序相加）·等比数列（公比 q：a_n / a_n-1 =
q）·通项：a_n = a_1·qn−1·求和：Sn = a1(1− qn)/(1− q)，q = 1时Sn = na1（错位相减）·

数学归纳法（证明与正整数 n有关的命题）·奠基：验证 n = n0 时命题成立·递推：假设 n =
k成立⇒ n = k+1成立

关键公式速查表

内容 公式 /要点

通项公式（等差） an = a1 + (n− 1)d，d = an − an−1

前 n项和（等差） Sn =
n(a1 + an)

2
= na1 +

n(n− 1)

2
d

通项公式（等比） an = a1q
n−1，

an
an−1

= q

前 n项和（等比） Sn =
a1(1− qn)

1− q
（q 6= 1），Sn = na1（q = 1）

Sn 与 an an =

S1, n = 1

Sn − Sn−1, n ≥ 2

等差中项 /等比中项 A =
a+ b

2
；G2 = ab

数学归纳法 奠基（n = n0）+递推（k ⇒ k + 1）

求和经典结论 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2；1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

分层练习

A基础层

• 写出数列 2, 5, 8, 11, . . .的第 6项。

• 已知 an = 3n− 1，求 a1、a2、a5。

• 等差数列 {an}中 a1 = 5，d = −2，求 a10。

• 等比数列 {an}中 a1 = 3，q = 2，求 a6。

• 求 2 + 4 + 6 + · · ·+ 100的值。

• 等比数列 {an}中 a2 = 6，a5 = 162，求公比 q与首项 a1。

B应用层

• 某公司第 1天售出 100件商品，之后每天比前一天多售 5件。第 10天售出多少件？前 30
天共售出多少件？

• 某城市人口 100万，若每年增长 2%，5年后约多少万人？（结果保留一位小数）

第 115页



• 已知数列 {an}的前 n项和 Sn = 2n2 − n，求 an，并证明 {an}是等差数列。

C拓展层

• 已知数列 {an}满足 a1 = 1，an+1 = 2an + 1，求数列的通项公式 an。

• 用数学归纳法证明：12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
。

参考答案（章末集中）

Try It即时练习答案

• 6.1：an = 2n+ 1；a10 = 2× 10 + 1 = 21。

• 6.2：a1 = S1 = 3；n ≥ 2时 an = Sn −Sn−1 = 2n，n = 1时 3 6= 2。故 an =

3, n = 1

2n, n ≥ 2
。

• 6.3：a10 − a5 = 5d = 15，d = 3；a1 = a5 − 4d = 12− 12 = 0；an = 0+ (n− 1)× 3 = 3n−
3。

• 6.4：2 + (n− 1)× 3 = 101，n = 34；S34 =
34(2 + 101)

2
= 34× 51.5 = 1751。

• 6.5：a20 = 30 + 19× 1 = 49；S20 =
20(30 + 49)

2
= 10× 79 = 790。

• 6.6：a6 = a3q
3，72 = 9q3，q = 2；a1 =

a3
q2

=
9

4
；an =

9

4
· 2n−1。

• 6.7：S10 =

1
2

(
1−

(
1
2

)10)
1− 1

2

= 1− 1

1024
=

1023

1024
。

• 6.8：100× 26 = 6400个。

• 6.9：奠基 n = 1：左边 1，右边 12 = 1✓。递推：假设 1+ 3+ · · ·+ (2k− 1) = k2，则 n =

k + 1时左边 = k2 + (2k + 1) = (k + 1)2，成立。■

• 6.10：奠基 n = 1：41 − 1 = 3，能被 3整除✓。递推：假设 4k − 1能被 3整除，则 4k+1 −
1 = 4(4k − 1) + 3，第一项是 4倍的整除式、第二项 3能被 3整除，故 4k+1 − 1能被 3整
除。■

各节练习答案

• 6.1节：1. an =
n

n+ 1
；a10 =

10

11
。2. 前 4项为 −1, 2,−3, 4；a8 = (−1)8 × 8 = 8。3. 令

n2 + 3n = 40，即 (n + 8)(n − 5) = 0，n = 5（正根）——40是数列的第 5项。4. a1 =

S1 = 5；n ≥ 2时 an = Sn − Sn−1 = (3n2 + 2n)− [3(n− 1)2 + 2(n− 1)] = 6n− 1；n = 1

时 6× 1− 1 = 5也成立，故 an = 6n− 1（n ∈ N∗）。
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• 6.2节：1. a9 − a4 = 5d = 34 − 14 = 20，d = 4；a1 = a4 − 3d = 14 − 12 = 2；a15 = 2 +

14× 4 = 58。2. 等差中项：2(2x+1) = x+11，4x+2 = x+11，x = 3（三数为 3, 7, 11）。

3. 项数：5 + (n − 1) × 5 = 200，n = 40；S40 =
40(5 + 200)

2
= 4100。4. a8 = 10 + 7 ×

3 = 31 km；S8 =
8(10 + 31)

2
= 4× 41 = 164 km。5. 设三数为 a− d，a，a+ d。由“和”：

(a − d) + a + (a + d) = 3a = 15，a = 5。由“平方和”：(5 − d)2 + 25 + (5 + d)2 = 75 +

2d2 = 83，d2 = 4，d = ±2。三数为 3, 5, 7（顺序可反）。6. an = 23− 2n：a11 = 23− 22 =

1 ≥ 0，a12 = 23 − 24 = −1 < 0。最后一个非负项是 a11，故 S11 最大。a1 = 21，S11 =
11(21 + 1)

2
= 11 × 11 = 121；S12 = S11 + a12 = 121 − 1 = 120 < 121 ✓。最大值为 121

（S11处取得）。

• 6.3节：1.
a5
a3

= q2 =
48

12
= 4，q = ±2；a1 =

a3
q2

= 3，故 an = 3 ·2n−1或 an = 3 ·(−2)n−1。2.

G2 = 2× 18 = 36，G = ±6。3. 项数：3 · 2n−1 = 96，2n−1 = 32，n = 6；S6 =
3(26 − 1)

2− 1
=

3× 63 = 189。4. a5 = 5000× 0.95 ≈ 5000× 0.59049 = 2952.45，故约 2952 mAh。5. q = 1

时通项公式退化为 an = a1 = 2（常数列），前 n项和就是 n个首项相加：Sn = na1，故

S6 = 6 × 2 = 12。公式 Sn =
a1(1− qn)

1− q
只在 q 6= 1时成立，q = 1时 1 − q = 0，分母为

零——套公式前必须先判断 q 是否等于 1。6.
1

n
− 1

n+ 2
=

(n+ 2)− n

n(n+ 2)
=

2

n(n+ 2)
，故

1

n(n+ 2)
=

1

2

(
1

n
− 1

n+ 2

)
。于是

Sn =
1

2

[(
1− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 2

)]
=

1

2

(
1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
化简得 Sn =

n(3n+ 5)

4(n+ 1)(n+ 2)
（检验 n = 1：

1× 8

4× 2× 3
=

1

3
✓）。漏配 1

2
是最常见的错。7. 错

位相减：

Sn = 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n

2Sn = 1 · 22 + 2 · 23 + · · ·+ (n− 1) · 2n + n · 2n+1

两式相减：−Sn = 2 + 22 + · · · + 2n − n2n+1 = (2n+1 − 2) − n2n+1，故 Sn = (n − 1)2n+1 + 2。

验证 n = 2：S2 = 1× 2 + 2× 4 = 10，公式 (2− 1)23 + 2 = 10 ✓。

• 6.4节：1. 奠基 n = 1：左边 1，右边
1× 2

2
= 1✓。递推：假设 n = k时成立，则 n = k+1

时左边=
k(3k − 1)

2
+(3k+1) =

3k2 + 5k + 2

2
=

(k + 1)(3k + 2)

2
=

(k + 1)[3(k + 1)− 1]

2
，

成立。■ 2. 奠基 n = 1：1 =

(
1× 2

2

)2

✓。递推：假设 n = k时成立，则 n = k+1时左边=[
k(k + 1)

2

]2
+ (k + 1)3 =

(k + 1)2(k2 + 4k + 4)

4
=

(k + 1)2(k + 2)2

4
=

[
(k + 1)(k + 2)

2

]2
，

成立。■ 3. 奠基 n = 1：1− 1 = 0，能被 3整除 ✓。递推：假设 k3 − k能被 3整除，则
(k + 1)3 − (k + 1) = (k3 − k) + 3k(k + 1)，第一项由归纳假设可被 3整除，第二项含因子

3，故 (k+1)3− (k+1)能被 3整除。■ 4. 奠基 n = 2：左边= 1+
1

4
=

5

4
，右边= 2− 1

2
=

3

2
，

5

4
<

3

2
✓。递推：假设 n = k（k ≥ 2）时成立，即

∑k
i=1

1

i2
< 2− 1

k
，则 n = k + 1时
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k+1∑
i=1

1

i2
< 2− 1

k
+

1

(k + 1)2

要证它小于 2− 1

k + 1
，只需

1

(k + 1)2
<

1

k
− 1

k + 1
=

1

k(k + 1)
，即 k + 1 > k，显然成立。故

n = k + 1时不等式成立。■——递推步用上了归纳假设，若“另起炉灶直接证 k + 1”就失去

了归纳法的意义。5. 奠基 n = 2：左边 =
1

1× 2
=

1

2
，右边 = 1− 1

2
=

1

2
✓（注意：命题从 n =

2起有意义，验证 n = 1时 n − 1 = 0无意义）。递推：假设 n = k（k ≥ 2）时成立，则 n =

k + 1时左边 = 1− 1

k
+

1

k(k + 1)
= 1− k + 1− 1

k(k + 1)
= 1− 1

k + 1
，成立。■ 6. 奠基 n = 1：a1 =

1 =
1

1
✓。递推：假设 ak =

1

k
（k ≥ 1），则由递推关系

ak+1 =
ak

1 + ak
=

1
k

1 + 1
k

=
1
k

k+1
k

=
1

k + 1

成立。■——递推步的关键是代入归纳假设 ak =
1

k
于递推式中，而不是抛开假设重新算。

A1：a1 = 2，d = 3，a6 = 2 + 5× 3 = 17。

A2：a1 = 2，a2 = 5，a5 = 14。

A3：a10 = 5 + 9× (−2) = −13。

A4：a6 = 3× 25 = 3× 32 = 96。

A5：首项 2，公差 2，末项 100，项数 n = 50；S50 =
50(2 + 100)

2
= 2550（也等于 50× 51）。

A6：a5 = a2q
3，162 = 6q3，q3 = 27，q = 3；a1 =

a2
q

=
6

3
= 2。

B7：a1 = 100，d = 5。第 10天 a10 = 100 + 9× 5 = 145件；a30 = 100 + 29× 5 = 245，S30 =
30(100 + 245)

2
= 15× 345 = 5175件。

B8：人口数列是首项 100、公比 1.02的等比数列，a6 = 100 × 1.025。1.025 ≈ 1.1040808，故

a6 ≈ 110.4万。

B9：a1 = S1 = 1。n ≥ 2时 an = Sn − Sn−1 = (2n2 − n)− (2n2 − 5n+ 3) = 4n− 3。n = 1时

4× 1− 3 = 1也成立，故 an = 4n− 3。检验 an − an−1 = 4（常数），{an}是首项 1、公差 4的
等差数列。

C10：a1 = 1，a2 = 3，a3 = 7，a4 = 15，猜测 an = 2n − 1。验证递推：2n+1 − 1 = 2(2n − 1) +

1恒成立，且 a1 = 2− 1 = 1✓。故 an = 2n − 1。（另法：an+1 + 1 = 2(an + 1)，令 bn = an + 1

得 b1 = 2，bn = 2n。）

C11：奠基 n = 1：右边
1× 2× 3

6
= 1 ✓。递推：假设 n = k时成立，则

k(k + 1)(2k + 1)

6
+(k+1)2 =

(k + 1)[k(2k + 1) + 6(k + 1)]

6
=

(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6
=

(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6

这正是 n = k + 1时右边的形式，命题成立。由（1）（2），命题对一切正整数 n成立。■

第 118页



第七章 变化有多快：一元函数的导数及其
应用

章首情境

7.1 导数的概念及其意义：从“一段的平均”到“那一刻的精

确”

7.1.1平均变化率与瞬时变化率

学习目标

• 会求函数在给定区间上的平均变化率，并能说出它的实际意义；

• 理解“瞬时变化率”是平均变化率的极限；

• 能从平均速度过渡到瞬时速度，体会“无限逼近”的思想。

前置复习（Be Prepared）

• 一次函数 y = 2x+ 1的斜率是多少？斜率刻画了 y随 x变化的什么特性？

• 物体以速度 5 m/s匀速运动，t秒内位移 s是多少？速度 =位移 ÷时间，对吗？

• 两点 P1(x1, y1)、P2(x2, y2)确定的直线斜率公式是什么？

情境引入：高铁加速（呼应章首）

某列车出站后，位移 s（米）与时间 t（秒）的关系近似为 s(t) = 2t2。

• 从 t = 2到 t = 3这一秒内，平均每秒前进多少米？

• 从 t = 2到 t = 2.1这 0.1秒内呢？

• 在 t = 2那一刻，速度到底是多少？
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前两个问题问的是平均速度，第三个问的是瞬时速度——它不能用“位移 ÷时间”直接
算（那一刻时间间隔为 0）。怎么办？

平均变化率

对于函数 y = f(x)，自变量从 x1变到 x2时，函数值的变化量与自变量变化量的比

∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

叫做函数 y = f(x)在区间 [x1, x2]上的平均变化率。在图象上，它等于过点 (x1, f(x1))、

(x2, f(x2))的割线斜率。

How To：求平均变化率

• 确定区间 [x1, x2]；

• 计算增量：∆x = x2 − x1，∆y = f(x2)− f(x1)；

• 求比值 ∆y

∆x
，化简结果，并标注实际单位。

例题 7.1

（求平均变化率）

已知 s(t) = 2t2（s单位：m，t单位：s）。

（1）求 t从 2到 3的平均速度；

（2）求 t从 2到 2 + h（h 6= 0）的平均速度。

解：（1）∆t = 1，∆s = s(3)− s(2) = 2× 9− 2× 4 = 18− 8 = 10。

v̄ =
∆s

∆t
=

10

1
= 10 m/s

（2）∆t = h，∆s = s(2 + h)− s(2) = 2(2 + h)2 − 8 = 8 + 8h+ 2h2 − 8 = 8h+ 2h2。

v̄ =
8h+ 2h2

h
= 8 + 2h m/s

取 h = 0.1，得 v̄ = 8.2；取 h = 0.01，得 v̄ = 8.02。h越小，平均速度越接近 t = 2时刻
的瞬时速度。

Try It 7.1：f(x) = x2，求 x从 1到 3的平均变化率。

瞬时速度与瞬时变化率

当 h无限趋近于 0时，平均变化率
f(x0 + h)− f(x0)

h
无限趋近于一个确定的数，这个数

叫做函数 y = f(x)在 x = x0处的瞬时变化率。当函数是位移函数时，它就是瞬时速度。

v(x0) = lim
h→0

s(x0 + h)− s(x0)

h
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例题 7.2

（求瞬时速度）

物体自由落体，位移 s(t) = 5t2（g取 10 m/s2，s单位：m）。求 t = 2 s时的瞬时速度。

解：∆s = s(2 + h)− s(2) = 5(2 + h)2 − 20 = 20 + 20h+ 5h2 − 20 = 20h+ 5h2。

v(2) = lim
h→0

20h+ 5h2

h
= lim

h→0
(20 + 5h) = 20

所以 t = 2 s时的瞬时速度为 20 m/s。

验算：7.2节学完公式后可得 v(t) = s′(t) = 10t，v(2) = 20 ✓。

Try It 7.2：s(t) = 5t2，求 t = 1 s时的瞬时速度。

Q&A

• 问：平均速度与瞬时速度有什么联系和区别？

答：平均速度是“一段时间”的总体快慢；瞬时速度是“某一时刻”的快慢。瞬时速度是当时
间间隔 h趋于 0时平均速度的极限——它是“极限版”的平均速度。

• 问：为什么不能直接把 h = 0代入
s(x0 + h)− s(x0)

h
？

答：因为分母为 0，分式无意义。必须先把分式化简（约去 h），再取极限。这正是“先化简、

再逼近”的过程。

技术应用：在电子表格中模拟“逼近 t = 2 的瞬时速度”——对 s(t) = 2t2，分别取 h =

1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001，计算
s(2 + h)− s(2)

h
。观察结果是否越来越接近 8。你也可以让 h从

负数一侧（h = −0.1,−0.01, . . .）逼近，结果相同——从两侧逼近同一个数，正是“极限存在”

的直观意义。

想一想：从 x = 2到 x = 2 + h的平均变化率 8 + 2h在 h > 0时比瞬时变化率 8大，在 h < 0

时比 8小。你能从 y = 2x2图象的割线斜率解释这是为什么吗？

7.1.2导数的概念及其几何意义

学习目标

• 理解导数的定义：f ′(x0) = limh→0
f(x0 + h)− f(x0)

h
；

• 理解导数的几何意义：切线的斜率；

• 会求曲线在某点处的切线方程。

前置复习：直线过点 (2, 4)且斜率 k = 3，写出该直线的点斜式方程。

导数的概念
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设函数 y = f(x)在点 x0附近有定义，如果

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

存在，那么这个极限值叫做函数 y = f(x)在 x = x0 处的导数，记作 f ′(x0)或
dy

dx

∣∣∣∣
x=x0

，

即

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

导数的几何意义

曲线 y = f(x)在点 (x0, f(x0))处的切线的斜率等于 f ′(x0)，切线方程为

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

直观上：当 h趋近于 0时，割线绕着切点转动，越来越接近切线；割线斜率（平均变化
率）随之趋于切线斜率（导数）。打个比方：切线就是“放大镜下的曲线”——把曲线在一点

附近放到足够大，它越来越像一条直线，这条直线的斜率，就是导数。

x

y

2 4 6 8

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 7.1: 抛物线 y = x2 在点 (1, 1) 处的切线与割线：割线 y = 3x − 2 绕切点转动，极限位置

即切线 y = 2x− 1

How To：求曲线在一点处的切线方程

• 确认切点坐标 (x0, f(x0))；

• 用定义（或 7.2节公式）求 f ′(x0)，即切线斜率；

• 用点斜式写出切线方程，整理为 y = kx+ b的形式。
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例题 7.3

（求切线方程）

求曲线 y = x2在点 (2, 4)处的切线方程。

解：f(x) = x2，切点 (2, 4)。先求斜率：

f ′(2) = lim
h→0

(2 + h)2 − 4

h
= lim

h→0

4 + 4h+ h2 − 4

h
= lim

h→0
(4 + h) = 4

由点斜式，切线方程为 y − 4 = 4(x− 2)，整理得 y = 4x− 4。

验算：把 x = 2代入 y = 4× 2− 4 = 4，切点确实在切线上 ✓。

Try It 7.3：求曲线 y = x3在点 (1, 1)处的切线方程。

Q&A

• 问：切线与曲线一定只有一个交点吗？

答：不一定。切线是“局部贴近”直线的定义，不是“只交一点”的定义。例如 y = x3在 x =

0处的切线 y = 0与曲线相交于 (0, 0)（三重重合），只有一个交点；而 y = cos x在 x = 0处

的切线 y = 1与曲线相交于无数个点。

• 问：导数为 0说明什么？

答：说明该点切线水平（斜率为 0）——函数在该点“既不上涨也不下跌”，是极值点的候选，
将在 7.3节研究。

数学视野：微积分由两位数学家几乎同时独立创立——牛顿从物理（运动、速度）出发，莱布

尼茨从几何（切线、斜率）出发。今天通用的记号就是他们留下的遗产：f ′(x)（牛顿）与
dy

dx
（莱布尼茨）。一个强调“变化率”，一个强调“微分之比”，两种眼光看同一个对象，正是数学

奇妙之处。

想一想：y = |x|在 x = 0处有切线吗？计算 h > 0与 h < 0两侧的
|0 + h|−|0|

h
，看它们是否

趋于同一个数。（结论：两侧极限分别为 1和 -1，不相等，所以导数不存在——“尖点”处没
有切线。）

本节练习（答案见章末）

• 求函数 f(x) = 3x2在 x从 1变到 3时的平均变化率。

• 求函数 f(x) = x2 + 1在 x从 2变到 2 + h（h 6= 0）时的平均变化率。

• 一物体沿直线运动，位移 s(t) = t2 + 2t（t ≥ 0，单位：m）。用定义求 t = 3 s时的瞬时速
度。

• 圆的面积 A = πr2。求 r从 2变到 3时，A关于 r的平均变化率，并说明它的实际意义。
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• 求过点 P (2, 0)作曲线 y = x3 的切线的方程。先判断：点 P 在曲线上吗？若不在，设切

点为 (t, t3)，写出该点切线的斜率，再让它过 P，解出 t。（提示：注意这类“过点”题可

能不止一条切线）

7.2 导数的运算：一张公式表，让求导不再从头算起

7.2.1基本初等函数的导数公式

学习目标

• 记住并会使用基本初等函数的导数公式；

• 会把 xn、
√
x、

1

x
等统一写成幂函数 xα再求导。

前置复习：x3、
√
x、

1

x
分别能否写成 x的幂次形式 xα？

用定义求导需要求极限，过程繁琐——好比每次出门都从捡石头垒台阶开始，累不累？人

们早已算出了所有基本初等函数的导数，得到一张“公式表”，直接套用即可。这张表就像乘

法口诀表：前人替你验算过千万遍了，你只管背熟、用熟。

基本初等函数的导数公式

原函数 导数

y = c（c为常数） y′ = 0

y = xα（α为常数） y′ = αxα−1

y = sinx y′ = cosx

y = cosx y′ = − sinx

y = ax（a > 0, a 6= 1） y′ = ax ln a

y = ex y′ = ex

y = loga x（a > 0, a 6= 1） y′ =
1

x ln a

y = lnx y′ =
1

x

例题 7.4

（幂函数求导）

求下列函数的导数：

（1）y = x3；（2）y = x−2；（3）y =
√
x；（4）y =

1

x
。

解：（1）y′ = 3x3−1 = 3x2。（2）y′ = −2x−2−1 = −2x−3 = − 2

x3
。（3）y = x

1
2，y′ =

1

2
x− 1

2 =

1

2
√
x
。（4）y = x−1，y′ = −x−2 = − 1

x2
。

Try It 7.4：求 y = x5与 y =
1

x2
的导数。
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7.2.2导数的四则运算法则

学习目标

• 掌握和、差、积、商的求导法则；

• 会用法则求较复杂函数的导数。

前置复习：(x2)′ =?，(x3)′ =?那么 (x2 + x3)′会是 2x+ 3x2吗？

设 u = u(x)，v = v(x)都可导，则：

和差的导数：(u± v)′ = u′ ± v′

积的导数：(uv)′ = u′v + uv′

商的导数：
(u
v

)′
=

u′v − uv′

v2
（v 6= 0）

How To：用四则运算法则求导

• 判断函数结构：和差→逐项求导；积→用积法则；商→用商法则；

• 分别求出各“零件”（u′、v′）；

• 套法则公式，合并整理。

例题 7.5

（四则运算法则求导）

求下列函数的导数：

（1）f(x) = x3 − 2x+ 5；（2）f(x) = x2ex；（3）f(x) =
x

x+ 1
。

解：（1）逐项求导：

f ′(x) = 3x2 − 2

（2）积法则：取 u = x2，v = ex，则 u′ = 2x，v′ = ex。

f ′(x) = u′v + uv′ = 2x · ex + x2 · ex = ex(x2 + 2x)

（3）商法则：取 u = x，v = x+ 1，则 u′ = 1，v′ = 1。

f ′(x) =
u′v − uv′

v2
=

1 · (x+ 1)− x · 1
(x+ 1)2

=
1

(x+ 1)2

验算（3）：也可把
x

x+ 1
= 1− 1

x+ 1
再求导，得 0−

(
− 1

(x+ 1)2

)
=

1

(x+ 1)2
✓。

Try It 7.5：求 f(x) = x ln x的导数。
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7.2.3复合函数的导数（链式法则）

学习目标

• 认识复合函数 y = f(g(x))的结构；

• 掌握链式法则，会求简单复合函数的导数。

前置复习：y = (2x+ 1)2可以看作哪两个函数“套”在一起？

复合函数

一般地，设 y = f(u)，u = g(x)，那么 y = f(g(x))叫做由 y = f(u)与 u = g(x)复合而成

的复合函数，u叫做中间变量。

链式法则

dy

dx
=

dy

du
· du
dx

即“外层导数 ×内层导数”。记作 (f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)。

How To：求复合函数的导数

• 拆分：从外到内把函数拆成 y = f(u)与 u = g(x)；

• 求外层对 u的导数 f ′(u)，把 u换回 g(x)；

• 求内层导数 g′(x)，两者相乘。

例题 7.6

（复合函数求导）

求下列函数的导数：

（1）y = (2x+ 1)3；（2）y = sin 2x；（3）y = e3x。

解：（1）令 u = 2x+ 1，则 y = u3：

dy

dx
= 3u2 · 2 = 6(2x+ 1)2

（2）令 u = 2x，则 y = sin u：

dy

dx
= cos u · 2 = 2 cos 2x

（3）令 u = 3x，则 y = eu：

dy

dx
= eu · 3 = 3e3x

第 126页



验算（2）：sin 2x = 2 sin x cos x，(sin 2x)′ = 2(cos2 x− sin2 x) = 2 cos 2x ✓。

Try It 7.6：求 y = ln(3x− 1)的导数。

学习提示：复合求导的常见错误是漏乘内层导数——例如把 (2x+ 1)3的导数写成 3(2x+ 1)2，

漏掉了内层 (2x+ 1)′ = 2。每次求完，习惯性问自己一句：“内层要不要再乘一层？”

练一练：求 y = (x2 + 1)4的导数。（提示：外层 4u3，内层 2x，答案 8x(x2 + 1)3）

本节练习（答案见章末）

• 求函数 y = 3x4 − 2x+ 7的导数。

• 求函数 f(x) = x3 sin x的导数。

• 求函数 f(x) =
2x− 1

x+ 2
的导数。

• 求函数 y = (3x2 + 1)5的导数。

7.3 函数的单调性与极值：用“瞬时斜率”读懂函数的一生

7.3.1用导数研究函数的单调性

学习目标

• 理解 f ′(x)的符号与函数 f(x)单调性的关系；

• 会用导数求函数的单调区间；

• 会利用导数证明简单不等式。

前置复习：y = x2在 (−∞, 0)与 (0,+∞)上的单调性如何？y = 2x+1的斜率与单调性有何关

系？

情境引入：回想 7.1节的高铁——位移 s(t) = 2t2 在 t > 0时不断增加，是因为速度 s′(t) =

4t > 0。导数（变化率）的正负，决定函数上升还是下降。这就是用导数研究单调性的核心思
想。

用导数判断单调性

设函数 y = f(x)在某个区间内可导：

• 如果 f ′(x) > 0，那么 f(x)在该区间上单调递增；

• 如果 f ′(x) < 0，那么 f(x)在该区间上单调递减。
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y = −x2 + 10x− 16

图 7.2: 函数 y = x3 − 3x 的单调性图象：(−∞,−1)、(1,+∞) 上 f ′(x) > 0 单调递增，(−1, 1)

上 f ′(x) < 0 单调递减

How To：用导数求函数的单调区间

• 写出定义域；

• 求 f ′(x)；

• 解不等式 f ′(x) > 0与 f ′(x) < 0；

• 写出单调区间（注意端点归属、定义域限制）。

例题 7.7

（用导数求单调区间）

求函数 f(x) = x3 − 3x的单调区间。

解：定义域为 R。

f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x− 1)(x+ 1)

解 f ′(x) > 0：3(x− 1)(x+ 1) > 0，得 x < −1或 x > 1；解 f ′(x) < 0：得 −1 < x < 1。

所以 f(x)的单调递增区间为 (−∞,−1)和 (1,+∞)，单调递减区间为 (−1, 1)。

验算：f ′(2) = 3(4− 1) = 9 > 0 ✓；f ′(0) = −3 < 0 ✓。

Try It 7.7：求 f(x) = x3 − 6x的单调区间。
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例题 7.8

（用导数证明不等式）

证明：当 x > 0时，ex > 1 + x。

证明：设 f(x) = ex − 1− x，则 f ′(x) = ex − 1。

当 x > 0时，ex > 1，所以 f ′(x) > 0，f(x)在 (0,+∞)上单调递增。

又 f(0) = e0 − 1− 0 = 0，故当 x > 0时 f(x) > f(0) = 0，即 ex − 1− x > 0，所以 ex >

1 + x。■

Try It 7.8：证明：当 x > 0时，ln x ≤ x− 1。

7.3.2函数的极值

学习目标

• 理解极大值、极小值（统称极值）的概念；

• 会利用导数求函数的极值；

• 能区分“极值”与“最值”，理解“驻点不一定是极值点”。

前置复习：根据上一节的单调区间，画出 y = x3− 3x的大致图象，标出“爬升—下滑—爬升”

的两个转折点。

情境引入：一座山峰是“附近最高点”，一个山谷是“附近最低点”——站在山顶，你的海拔
不一定比另一座山脚下高，但就周围一圈而言你是最高的。这种“局部最高（低）点”，就是
极值。

极值的概念

设函数 y = f(x)在点 x0附近有定义，如果对 x0附近的所有 x（x 6= x0），都有

f(x) < f(x0)

那么 f(x0)是函数的一个极大值，x0是极大值点；如果都有 f(x) > f(x0)，那么 f(x0)是

极小值，x0是极小值点。极大值与极小值统称极值。

用导数求极值

设 x0满足 f ′(x0) = 0，考察 f ′(x)在 x0左右的符号：

左 f ′(x) x0 处 右 f ′(x) 结论

$>0|=0|$ < 0 x0 为极大值点
$<0|=0|$ > 0 x0 为极小值点
同号 = 0 同号 不是极值点

How To：用导数求函数的极值
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• 求定义域，求 f ′(x)；

• 解 f ′(x) = 0，得驻点（并剔除不在定义域内的点）；

• 列表考察每个驻点左右 f ′(x)的符号，判断是极大值点、极小值点或都不是；

• 把驻点代入 f(x)，求出极值。

例题 7.9

（求函数的极值）

求函数 f(x) = x3 − 3x的极值。

解：f ′(x) = 3(x− 1)(x+ 1)，令 f ′(x) = 0，得驻点 x = −1，x = 1。列表考察符号：

x (−∞,−1) −1 (−1, 1) 1 (1,+∞)

f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) 递增 极大 递减 极小 递增

f(−1) = (−1)3 − 3(−1) = 2, f(1) = 1− 3 = −2

所以 f(x)的极大值是 2（在 x = −1处取得），极小值是 −2（在 x = 1处取得）。

验算：f ′(0.9) = 3(0.81 − 1) = −0.57 < 0，f ′(1.1) = 3(1.21 − 1) = 0.63 > 0，x = 1处左

负右正，确是极小值点 ✓。

Try It 7.9：求 f(x) = x3 − 6x的极值。

Q&A

• 问：极大值一定比极小值大吗？

答：不一定。极值是“局部”概念——一个函数的极大值可能小于另一个极小值，甚至同一函
数中某个极大值也可能小于另一个极小值（不同峰谷）。

• 问：函数一定在驻点取极值吗？

答：不一定。还可能出现在“导数不存在”的点（如 y = |x|在 x = 0处取极小值），或区间端

点。求极值时这几类点都要考虑。

探究活动：用坐标纸或软件画出 y = x3 − 3x与 y = x3的图象。前者在 x = ±1处有极值，后

者在 x = 0处 f ′(0) = 0却无极值。先预测：光看“切线水平”够不够判断极值？再观察：比
较两图在驻点附近 f ′的符号变化，验证“左右异号才是极值”。

想一想（真实情境）：某电商的日订单量 f(x)（单位：万单）与折扣率 x（0 ≤ x ≤ 1）近似

满足 f(x) = −x3 + 1.5x2。求 f ′(x)并找出订单量的极大值点。折扣过大反而销量下滑，这与

“极值”有什么对应关系？

本节练习（答案见章末）
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• 求函数 f(x) = x3 − 3x2的单调区间。

• 求函数 f(x) = x4 − 2x2的极值。

• 求函数 f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x的单调区间与极值。

• 某种药在血液中的浓度 f(x)（单位：µg/mL）随时间 x（单位：h）变化，近似满足 f(x) =

−x3 + 3x2（0 ≤ x ≤ 3）。求 f ′(x)，并判断浓度在什么时刻达到极大值，极大值是多少。

• 设 f(x) = ln x− ax（a为常数），讨论 f(x)的单调区间。（提示：定义域是 x > 0，f ′(x) =
1

x
− a；先想清楚 a ≤ 0与 a > 0两种情形，再分别解 f ′(x)的正负）

• 求函数 f(x) =
x

x2 + 1
的单调区间，并判断能否写成并集的形式。（提示：f ′(x) =

1− x2

(x2 + 1)2
；

单调区间之间要用“和”连接，不能写 (−∞,−1) ∪ (1,+∞)表示单调递减）

• 判断 f(x) = x3− 3x2+3x在 x = 1处是否有极值。有同学算得 f ′(1) = 0，就下结论“x =

1是极值点”——对吗？（提示：先求 f ′(x)并配方，看看 f ′(x)在 x = 1左右是否变号）

7.4 函数的最大（小）值与导数：在整段区间里找“总冠军”

学习目标

• 理解最值与极值的区别与联系；

• 会用导数求闭区间上函数的最大值与最小值；

• 会建立函数模型并用导数求解简单的实际问题（最优化问题）。

前置复习：二次函数 y = −x2 + 4x在 [0, 5]上的最大值在哪里取得？端点的函数值要考虑吗？

情境引入：厂家想知道“定价多少利润最大”“用料多少成本最低”“多少产量收益最高”——
这些都是最值问题。与极值不同，最值要求的是整个研究范围内的“总冠军”，而不只是“附
近局部”的领先者。

函数的最值

设函数 y = f(x) 的定义域为 D。如果存在 x0 ∈ D，使得对所有 x ∈ D，都有 f(x) ≤
f(x0)，那么 f(x0)是函数在 D上的最大值；都有 f(x) ≥ f(x0)，则 f(x0)是最小值。

用导数求闭区间上的最值

求函数 y = f(x)在闭区间 [a, b]上的最值：

• 求 f ′(x)，解 f ′(x) = 0，得到 [a, b]内的驻点；

• 计算驻点与端点 a、b处的函数值；
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• 比较这些函数值：最大者为最大值，最小者为最小值。

How To：解最优化应用问题

• 审题建模：设自变量 x，写出目标函数 f(x)，务必注明定义域；

• 求 f ′(x)，解 f ′(x) = 0得驻点；

• 比较驻点与端点的函数值，确定最值；

• 检验：答案是否符合实际（定义域、单位、合理性）。

例题 7.10

（闭区间上的最值）

求函数 f(x) = x3 − 3x在区间 [−2, 2]上的最大值与最小值。

解：f ′(x) = 3(x− 1)(x+ 1)，令 f ′(x) = 0，得驻点 x = −1，x = 1（均在 [−2, 2]内）。计算各

点函数值：

f(−2) = −8 + 6 = −2, f(−1) = 2, f(1) = −2, f(2) = 8− 6 = 2

比较得：最大值 2（在 x = −1和 x = 2处取得），最小值 −2（在 x = −2和 x = 1处取

得）。

Try It 7.10：求 f(x) = x3 − 6x在 [0, 3]上的最大值与最小值。

例题 7.11

（最优化应用）

某商品进价为 30元/件，市场调查发现：售价定为 p元时，日销量为 q = 100− p件。要

使日利润最大，售价应定为多少元？最大日利润是多少？

解：设日利润为 L(p)，则单件利润为 p− 30，日销量为 100− p：

L(p) = (p− 30)(100− p) = −p2 + 130p− 3000

定义域为 [30, 100]（售价不低于进价、不高于“零销量价”）。

L′(p) = −2p+ 130

令 L′(p) = 0，得驻点 p = 65 ∈ [30, 100]。计算端点与驻点：

L(30) = 0, L(65) = 35× 35 = 1225, L(100) = 0
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所以当 p = 65时利润最大，最大日利润为 1225元。

检验：售价 65元，单件利润 35元，日销量 100 − 65 = 35件，35 × 35 = 1225 ✓，且高
于进价、低于零销量价，合理。
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10 顶点 (5,9)

y = −x2 + 10x− 16

图 7.3: 利润函数的抛物线图象：y = −x2 + 10x − 16 的顶点 (5, 9) 即最大值点，对应利润最

大的定价方案（示意）

Try It 7.11：若进价提高到 40元/件，其他条件不变，售价定为多少时日利润最大？

项目学习（小组任务）：用一张边长为 30 cm的正方形纸板，四角各剪去一个边长为 x cm的
小正方形，折成一个无盖纸盒。

（1）写出纸盒容积 V 关于 x的表达式及定义域；

（2）用导数求 x为多少时容积最大，最大容积是多少；

（3）用软件画出 V (x)的图象，验证你的结论，并讨论为什么最优值不在 x = 7.5（区间中

点）处。

解（参考）：（1）底面为边长 30− 2x的正方形，高为 x，故

V (x) = x(30− 2x)2, 0 < x < 15

（2）V ′(x) = (30− 2x)2 + x · 2(30− 2x) · (−2) = (30− 2x)(30− 6x)。令 V ′(x) = 0，得 x =

15（不在定义域内，舍去）或 x = 5。考察：0 < x < 5时 V ′(x) > 0，5 < x < 15时 V ′(x) <

0，故 x = 5处取最大值：

V (5) = 5× (30− 10)2 = 5× 400 = 2000 cm3

（3）图象呈“先升后降”，最大值在 x = 5处；最值点由“导数为零”决定，与区间中点

无关——这就是用导数求最优与“平均分割”直觉不同的原因。
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想一想（真实情境）：快递公司在一个城市设配送站。站到用户的平均配送成本随配送半径的
增大而增加，而覆盖的用户数随半径增大而增加，两者乘积（总收益）不是单调的。仿照例题

7.11的建模思路，你能为这类“规模与成本平衡”的问题建立一个函数模型吗？

本节练习（答案见章末）

• 求函数 f(x) = x3 − 3x2在区间 [−1, 3]上的最大值与最小值。

• 求函数 f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x在区间 [1, 3]上的最大值与最小值。

• 某游乐场门票每张 10元时，日均接待 800人。市场调查发现：票价每提高 1元，日均人
数减少 40人。票价定为多少元时，门票日收入最大？最大日收入是多少？

• 要做一个容积为 8π m3 的无盖圆柱形水箱。问底面半径 r 为多少时，所用材料（一个底

面 +一个侧面）最少？最少用料是多少？

本章回顾

概念地图

·导数 f'(x)（瞬时变化率）·定义：f'(x0) = lim_h→0 (f(x0+h) - f(x0)) / h·几何意义：切线的
斜率→切线方程 y - f(x0) = f'(x0)(x - x0)·运算·基本公式：(xα)' = αxα−1，(ex)' = ex，(ln x)'
= 1/x⋯·四则：(u±v)' = u'±v'；(uv)' = u'v + uv'；(u/v)' = (u'v - uv')/v2·复合：dy/dx = (dy/du)·
(du/dx)（链式法则，剥洋葱）·应用·单调性：f'(x) > 0增，f'(x) < 0减·极值：驻点 f'(x0)=0且
左右异号（左正右负极大，左负右正极小）·最值：闭区间上“端点 +驻点”比较取最大最小

关键公式速查表

内容 公式 /要点

平均变化率
∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
（割线斜率）

导数定义 f ′(x0) = limh→0
f(x0 + h)− f(x0)

h
切线方程 y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

幂函数 (xα)′ = αxα−1

指数 /对数 (ex)′ = ex；(lnx)′ =
1

x
三角 (sinx)′ = cosx；(cosx)′ = − sinx

四则法则 (uv)′ = u′v + uv′；
(u
v

)′
=

u′v − uv′

v2

链式法则
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

单调性 f ′(x) > 0单调递增；f ′(x) < 0单调递减
极值判断 驻点 +左右 f ′ 异号；y = x3 在 x = 0是反例
闭区间最值 端点值 +驻点值，比较取最大最小

分层练习

A基础层

• 用定义求 f(x) = x2在 x = 1处的导数。
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• 求下列函数的导数：（1）y = x4 + 3x2；（2）y = x ln x；（3）y = (3x− 2)2。

• 求 y =
1

x2
的导数。

• 求 f(x) = x3 − 6x的单调区间。

• 求 f(x) = x3 − 6x的极值。

• 求 f(x) = x3 − 6x在 [0, 3]上的最大值与最小值。

B应用层

• 求曲线 y = x3在点 (1, 1)处的切线方程。

• 一物体沿直线运动，位移 s(t) = t3− 3t2+2t（t ≥ 0，单位：m）。求 t = 2 s时的瞬时速度。

• 某农场打算用 60 m长的篱笆围成一个矩形菜园，其中一边靠墙（不围）。问长、宽各为
多少时，菜园面积最大？最大面积是多少？

C拓展层

• 证明：当 x > 0时，ex ≥ 1 + x恒成立，并指出等号何时成立。

• 已知函数 f(x) = x3 − 3x+ 1，求 f(x)在 [0, 2]上的最大值与最小值。

参考答案（章末集中）

Try It即时练习答案

• 7.1：
f(3)− f(1)

3− 1
=

9− 1

2
= 4。

• 7.2：v(1) = limh→0
5(1 + h)2 − 5

h
= limh→0(10 + 5h) = 10 m/s。

• 7.3：f ′(1) = limh→0
(1 + h)3 − 1

h
= limh→0(3+ 3h+ h2) = 3；切线为 y− 1 = 3(x− 1)，即

y = 3x− 2。

• 7.4：(x5)′ = 5x4；
(

1

x2

)′

= (x−2)′ = −2x−3 = − 2

x3
。

• 7.5：f ′(x) = 1 · ln x+ x · 1
x
= ln x+ 1。

• 7.6：令 u = 3x− 1，y′ =
1

u
· 3 =

3

3x− 1
。

• 7.7：f ′(x) = 3x2 − 6 = 3(x2 − 2)；增区间 (−∞,−
√
2)和 (

√
2,+∞)，减区间 (−

√
2,
√
2)。

• 7.8：设 f(x) = ln x−x+1，f ′(x) =
1

x
−1。当 0 < x < 1时 f ′(x) > 0，当 x > 1时 f ′(x) <

0，故 x = 1为最大值点，f(1) = 0，所以 f(x) ≤ 0，即 ln x ≤ x− 1。■
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• 7.9：f ′(x) = 3(x2−2)，驻点 x = ±
√
2。f(−

√
2) = (−2

√
2)+6

√
2 = 4

√
2（极大），f(

√
2) =

2
√
2− 6

√
2 = −4

√
2（极小）。

• 7.10：驻点 x =
√
2（[0, 3]内）。f(0) = 0，f(

√
2) = −4

√
2，f(3) = 27− 18 = 9。最大值

9，最小值 −4
√
2。

• 7.11：L(p) = (p−40)(100−p) = −p2+140p−4000，L′(p) = −2p+140，p = 70。L(70) =

30× 30 = 900元。

各节练习答案

• 7.1节：1.
f(3)− f(1)

3− 1
=

27− 3

2
= 12。2.

f(2 + h)− f(2)

h
=

(4 + 4h+ h2 + 1)− 5

h
= 4+

h。3. ∆s = s(3 + h) − s(3) = (15 + 8h + h2) − 15 = 8h + h2，v(3) = limh→0(8 + h) = 8

m/s。4.
A(3)− A(2)

3− 2
=

9π − 4π

1
= 5π ≈ 15.7——半径每增加 1 cm，面积平均增加约 5π

cm2。5. P (2, 0)不满足 y = x3（8 6= 0），故 P 不在曲线上，不能把 P 当切点。设切点为

(t, t3)，切线斜率为 f ′(t) = 3t2，切线过 P (2, 0)，故
t3 − 0

t− 2
= 3t2，即 t3 = 3t2(t− 2)，2t3−

6t2 = 2t2(t− 3) = 0，t = 0或 t = 3。t = 0：切点 (0, 0)，切线 y = 0；t = 3：切点 (3, 27)，

斜率 27，切线 y − 27 = 27(x − 3)，即 y = 27x − 54（检验：(2, 0)代入 y = 27x − 54得

0 = 0 ✓）。共两条切线——“过点”与“在点”一字之差，做法完全不同。

• 7.2 节：1. y′ = 3 × 4x3 − 2 = 12x3 − 2。2. 积法则：f ′(x) = (x3)′ sin x + x3(sin x)′ =

3x2 sin x+ x3 cos x。3. 商法则：f ′(x) =
2(x+ 2)− (2x− 1)

(x+ 2)2
=

5

(x+ 2)2
。4. 链式法则：令

u = 3x2 + 1，y′ = 5u4 · 6x = 30x(3x2 + 1)4。

• 7.3节：1. f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x − 2)；增区间 (−∞, 0)和 (2,+∞)，减区间 (0, 2)。2.
f ′(x) = 4x3−4x = 4x(x−1)(x+1)，驻点 x = −1, 0, 1；极大值 f(0) = 0，极小值 f(−1) =

f(1) = −1。3. f ′(x) = 6x2 − 18x+12 = 6(x− 1)(x− 2)；增区间 (−∞, 1)和 (2,+∞)，减

区间 (1, 2)；极大值 f(1) = 5，极小值 f(2) = 4。4. f ′(x) = −3x2 + 6x = −3x(x− 2)，驻

点 x = 0, 2；x = 2处左正右负，为极大值点，f(2) = −8 + 12 = 4——服药后 2小时浓度

最高，极大值为 4 µg/mL。5. 定义域 x > 0，f ′(x) =
1

x
− a =

1− ax

x
。(1) a ≤ 0：分子 1−

ax ≥ 1 > 0，f ′(x) > 0，f(x)在 (0,+∞)上单调递增；(2) a > 0：0 < x <
1

a
时 f ′(x) >

0，x >
1

a
时 f ′(x) < 0，故增区间

(
0,

1

a

)
、减区间

(
1

a
,+∞

)
。无论 a取何值，讨论范

围始终在定义域 x > 0内进行——把 x < 0的区间写进结论是本题最大陷阱。6. f ′(x) =
1− x2

(x2 + 1)2
，分母恒为正。f ′(x) > 0 ⇒ −1 < x < 1；f ′(x) < 0 ⇒ x < −1或 x > 1。故增区

间 (−1, 1)，减区间 (−∞,−1)和 (1,+∞)。两个减区间之间要写“和”，不能写并集——

(−∞,−1)∪ (1,+∞)并非单调递减（如 x = −2与 x = 2时 f(−2) = −2

5
< f(2) =

2

5
）。7.

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 3 = 3(x− 1)2 ≥ 0恒成立，且仅在 x = 1处等于 0，左右两侧 f ′同号

（都为正），不满足“左右变号”，故 x = 1处无极值（f(x)在 R上单调递增）。“f ′(x0) =

0”只是极值的必要条件，不是充分条件——必须检查左右变号。
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• 7.4节：1. f ′(x) = 3x(x − 2)，驻点 x = 0, 2（均在 [−1, 3]内）；f(−1) = −4，f(0) = 0，

f(2) = −4，f(3) = 0——最大值 0，最小值−4。2. f ′(x) = 6(x− 1)(x− 2)，驻点 x = 1, 2；

f(1) = 5，f(2) = 4，f(3) = 9——最大值 9，最小值 4。3. 设提价 x元（0 ≤ x ≤ 20），

R(x) = (10+x)(800− 40x) = −40x2+400x+8000，R′(x) = −80x+400，x = 5；R(5) =

15× 600 = 9000——票价定为 15元时日收入最大，为 9000元。4. h =
8

r2
，S(r) = πr2 +

2πrh = πr2+
16π

r
；S ′(r) = 2πr− 16π

r2
=

2π(r3 − 8)

r2
，r = 2时 S最小；S(2) = 4π+8π =

12π——底面半径 2 m、高 2 m时用料最省，最少用料 12π m2。

A1：f ′(1) = limh→0
(1 + h)2 − 1

h
= limh→0(2 + h) = 2。

A2：（1）y′ = 4x3 + 6x。（2）y′ = ln x+ 1。（3）y′ = 2(3x− 2) · 3 = 6(3x− 2) = 18x− 12。

A3：
(

1

x2

)′

= (x−2)′ = −2x−3。

A4：f ′(x) = 3(x2 − 2)；增区间 (−∞,−
√
2) ∪ (

√
2,+∞)，减区间 (−

√
2,
√
2)。

A5：极大值 f(−
√
2) = 4

√
2，极小值 f(

√
2) = −4

√
2。

A6：f(0) = 0，f(
√
2) = −4

√
2，f(3) = 9；最大值 9，最小值 −4

√
2。

B7：f ′(x) = 3x2，f ′(1) = 3；切线 y − 1 = 3(x− 1)，即 y = 3x− 2。

B8：v(t) = s′(t) = 3t2 − 6t+ 2，v(2) = 12− 12 + 2 = 2 m/s。

B9：设垂直于墙的边长为 x m，则平行于墙的边长为 60− 2x m，面积

S(x) = x(60− 2x) = −2x2 + 60x, 0 < x < 30

S ′(x) = −4x+ 60，令 S ′(x) = 0得 x = 15。S(15) = 15× 30 = 450m2。答：宽 15 m、长
30 m时面积最大，最大面积 450m2。

C10：设 f(x) = ex − 1 − x，f ′(x) = ex − 1。当 x > 0时 f ′(x) > 0，x < 0时 f ′(x) < 0，故

x = 0是最小值点，f(0) = 0。所以 f(x) ≥ 0，即 ex ≥ 1 + x，等号当且仅当 x = 0时成立。

C11：f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x− 1)(x+1)，驻点 x = 1 ∈ [0, 2]（x = −1 /∈ [0, 2]舍去）。f(0) = 1，

f(1) = −1，f(2) = 8− 6 + 1 = 3。最大值 3（在 x = 2处），最小值 −1（在 x = 1处）。
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第八章 卷末综合检测

一、选择题（本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分）

Z1. （基础·集合运算）已知集合 A = {1, 2, 3, 4}，B = {x ∈ Z | x2 − 5x+ 4 ≤ 0}，则 A ∩B

中元素的个数为（　）

A. 1

B. 2

C. 3

D. 4

【答案】D

【解析】先解集合 B中的不等式：x2 − 5x+4 ≤ 0 ⇔ (x− 1)(x− 4) ≤ 0，解集为 [1, 4]，取

整数得 B = {1, 2, 3, 4}，于是 A∩B = {1, 2, 3, 4}，共有 4个元素。本题先“解不等式定集合”，
再做集合交运算，是集合与一元二次不等式的综合基础题。

Z2. （基础·不等式恒成立）已知关于 x的不等式 x2 − 2x+m > 0对任意实数 x恒成立，则

实数m的取值范围是（　）

A.m < 1

B.m > 1

C.m ≥ 1

D.m ≤ 1

【答案】B

【解析】二次项系数 1 > 0，抛物线开口向上。要恒有 y > 0，图象必须始终在 x轴上方，

即与 x轴无交点，等价于判别式 ∆ = (−2)2 − 4m = 4− 4m < 0，解得m > 1。注意：∆ = 0

时抛物线与 x轴相切，存在 x使函数值为 0，不满足“恒大于 0”，故取不到m = 1。

Z3. （基础·函数性质）下列函数中，既是偶函数又在 (0,+∞)上单调递增的是（　）

A. y = x3

B. y = −x2

C. y = |x|+1

D. y = x+
1

x
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【答案】C

【解析】逐项检验定义域关于原点对称后，看 f(−x)与 f(x)的关系：A中 y = x3是奇函

数；B 中 y = −x2 是偶函数，但在 (0,+∞) 上单调递减；C 中 f(−x) = |−x|+1 = |x|+1 =

f(x)，是偶函数，且 x > 0时 y = x+ 1单调递增，符合题意；D中 y = x+
1

x
是奇函数。判

断奇偶性先看定义域，再看 f(−x)，最后结合图象或解析式判断单调性。

Z4. （基础·指数对数）计算 log2 8 + log3 27− 2log2 3的值为（　）

A. 3

B. 6

C. 0

D. 5

【答案】A

【解析】直接套基本公式：log2 8 = log2 2
3 = 3，log3 27 = log3 3

3 = 3，由对数恒等式

aloga N = N 得 2log2 3 = 3。原式 = 3 + 3− 3 = 3。本题考点为对数运算性质与对数恒等式，属

基础送分题。

Z5. （中档·三角函数）关于函数 f(x) = 2 sin
(
2x− π

3

)
，下列说法正确的是（　）

A.值域为 [−1, 1]

B.最小正周期为 2π

C.图象关于点
(π
3
, 0
)
对称

D.最小正周期为 π

【答案】D

【解析】由 y = A sin(ωx+φ)的性质：周期 T =
2π

ω
=

2π

2
= π，故 B错、D对；振幅 A =

2，值域为 [−2, 2]，A错；对称中心满足 2x− π

3
= kπ，即 x =

kπ

2
+

π

6
（k ∈ Z），取 k = 0得

x =
π

6
，取 k = 1得 x =

2π

3
，

π

3
不是对称中心，C错。记准“振幅定值域、ω定周期、相位定

对称轴与对称中心”三件事即可。

Z6. （中档·数列）已知等差数列 {an}中，a2 + a6 = 10，则其前 7项和 S7等于（　）

A. 35

B. 49

C. 70

D. 28

【答案】A

【解析】用等差数列的性质“下角标和相等的两项，其和相等”：a2 + a6 = 2a4，故 a4 = 5。

又 S7 =
7(a1 + a7)

2
，而 a1 + a7 = 2a4，所以 S7 = 7a4 = 35。本题不求 a1、d也能出答案，体
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现“整体代换”思想，比硬设首项公差更省时。

二、填空题（本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分）

Z7. （基础·逻辑用语）命题“∀x ∈ R，x2 + x+ 1 > 0”的否定是： 。

【答案】∃x ∈ R，x2 + x+ 1 ≤ 0

【解析】全称命题的否定是存在命题：量词“∀”换为“∃”，结论“>”换为“≤”。改量词、
否结论，两步缺一不可；常见错误是只否结论不改量词。

Z8.（基础·函数性质与指对）已知 f(x)是定义在 R上的奇函数，当 x > 0时 f(x) = log2 x+

1，则 f(−4) = 。

【答案】−3

【解析】由奇函数定义 f(−x) = −f(x)，得 f(−4) = −f(4)。而 f(4) = log2 4 + 1 = 2 +

1 = 3，故 f(−4) = −3。这类题先“把负自变量的函数值转化为正自变量的函数值”，再代解

析式；注意奇函数的定义域必须关于原点对称。

Z9. （中档·数列）已知数列 {an}的前 n项和 Sn = n2 + n，则 {an}的通项公式 an = 。

【答案】an = 2n

【解析】当 n ≥ 2时，an = Sn − Sn−1 = (n2 + n)− [(n− 1)2 + (n− 1)] = 2n；当 n = 1时，

a1 = S1 = 2，恰好也满足 a1 = 2× 1。故 an = 2n（n ∈ N∗）。用 Sn − Sn−1求通项后，务必单

独验证 a1是否满足统一公式，这是易失分点。

Z10. （中档·导数与切线）曲线 y = x3 − 3x在点 (1,−2)处的切线方程为 。

【答案】y = −2

【解析】求导得 y′ = 3x2 − 3，切线斜率 k = y′(1) = 0，切点 (1,−2)在曲线上。由点斜式

得 y − (−2) = 0 · (x − 1)，即 y = −2。本题斜率为 0，切线是水平直线，属“斜率退化为 0”
的情形，不要因为觉得“太像没斜率”而放弃；先确认切点在曲线上，再用 f ′(x0)求斜率。

三、解答题（本大题共 4小题，共 50分）

Z11. （10分，中档·三角函数综合）已知 sin θ + cos θ =
1

5
，且 0 < θ < π。

（1）求 sin 2θ的值；

（2）求 cos θ − sin θ的值；

（3）求 tan θ的值。

【答案】（1）sin 2θ = −24

25
；（2）cos θ − sin θ = −7

5
；（3）tan θ = −4

3
。

【解析】（1）两边平方：sin2 θ+2 sin θ cos θ+ cos2 θ =
1

25
，即 1+ sin 2θ =

1

25
，故 sin 2θ =

−24

25
。（2）(cos θ − sin θ)2 = 1− sin 2θ =

49

25
。由 sin 2θ < 0且 0 < θ < π知 θ ∈

(π
2
, π
)
，此时

sin θ > 0、cos θ < 0，故 cos θ − sin θ < 0，取负值 −7

5
。（3）联立 sin θ + cos θ =

1

5
与 cos θ −

sin θ = −7

5
，解得 sin θ =

4

5
，cos θ = −3

5
，所以 tan θ =

sin θ

cos θ
= −4

3
。本题关键是“平方降次”
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与“由角的范围定符号”，符号定错整题全错。

Z12. （12分，中档·数列综合）已知等差数列 {an}中，a2 = 4，a5 = 13。

（1）求 {an}的通项公式；

（2）求 {an}的前 n项和 Sn；

（3）令 bn = 2an，求数列 {bn}的前 n项和 Tn。

【答案】（1）an = 3n− 2；（2）Sn =
n(3n− 1)

2
；（3）Tn =

2(8n − 1)

7
。

【解析】（1）公差 d =
a5 − a2
5− 2

=
13− 4

3
= 3，a1 = a2 − d = 1，故 an = 1 + 3(n − 1) =

3n− 2。（2）Sn =
n(a1 + an)

2
=

n(1 + 3n− 2)

2
=

n(3n− 1)

2
。（3）bn = 23n−2 =

8n

4
，首项 b1 =

2、公比 q = 8的等比数列，Tn =
2(8n − 1)

8− 1
=

2(8n − 1)

7
。第（3）问把指数式化为

1

4
· 8n，识

别出等比数列，是“等差套等比”的典型综合。

Z13. （14分，压轴·导数综合）已知函数 f(x) = x3 − 3ax+ 1，其中 a ∈ R。

（1）当 a = 1时，求 f(x)的单调区间与极值；

（2）若 f(x)在区间 [0, 2]上的最大值为M(a)，求M(a)的解析式。

【答案】（1）增区间 (−∞,−1)与 (1,+∞)，减区间 (−1, 1)；极大值 f(−1) = 3，极小值

f(1) = −1。

（2）M(a) =


9− 6a, a ≤ 4

3
,

1, a >
4

3
.

【解析】（1）f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1)。令 f ′(x) = 0得 x = ±1。当 x < −1或

x > 1时 f ′(x) > 0，当 −1 < x < 1时 f ′(x) < 0，故增区间为 (−∞,−1)与 (1,+∞)，减区间

为 (−1, 1)。x = −1处取极大值 f(−1) = 3，x = 1处取极小值 f(1) = −1。

（2）f ′(x) = 3x2 − 3a = 3(x2 − a)。分情况讨论 f(x)在 [0, 2]上的单调性：

当 a ≤ 0时，f ′(x) ≥ 0恒成立，f(x)在 [0, 2]上单调递增，M(a) = f(2) = 9− 6a。

当 a > 0时，令 f ′(x) = 0得 x =
√
a（负根 −

√
a不在 [0, 2]上）。

若
√
a ≥ 2（即 a ≥ 4），f(x)在 [0, 2]上单调递减，M(a) = f(0) = 1。

若 0 <
√
a < 2（即 0 < a < 4），f(x)在 [0,

√
a]上递减、在 [

√
a, 2]上递增，最大值在端

点取得：M(a) = max{f(0), f(2)} = max{1, 9− 6a}。比较 9− 6a与 1：当 a ≤ 4

3
时 9− 6a ≥

1，M(a) = 9− 6a；当 a >
4

3
时M(a) = 1。

综上（a ≤ 0与 0 < a ≤ 4

3
两个分支的表达式相同，可合并）：M(a) =


9− 6a, a ≤ 4

3
,

1, a >
4

3
.

为什么错：本题常见错误有三。其一，求驻点把 x2− a的零点误写为 x = ±a，应为 x = ±
√
a；

其二，含参讨论时忽略
√
a与区间端点 0、2的位置关系，直接把

√
a处的极值当最值——闭

区间上的最值须比较极值与端点值；其三，合并M(a)的分段表达式时漏掉 a ≤ 0的情形。对

第 142页



策：画 f ′(x)符号草图，把
√
a与 0、2的相对位置分三类（区间外左侧、区间内、区间外右

侧）逐一讨论。

Z14. （14分，压轴·数列综合）已知数列 {an}满足 a1 = 1，an+1 = 3an + 2（n ∈ N∗）。

（1）证明：数列 {an + 1}是等比数列；

（2）求数列 {an}的通项公式；

（3）令 bn =
n

an + 1
，求数列 {bn}的前 n项和 Tn。

【答案】（1）见解析；（2）an = 2 · 3n−1 − 1；（3）Tn =
9

8
(1− 3−n)− 3n

4 · 3n
。

【解析】（1）对递推式两边同时加 1：an+1 + 1 = 3an + 3 = 3(an + 1)，又 a1 + 1 = 2 6=
0，故 {an + 1}是首项为 2、公比为 3的等比数列。（2）由（1）an + 1 = 2 · 3n−1，故 an = 2 ·
3n−1 − 1。（3）bn =

n

2 · 3n−1
，设 Pn =

∑n
k=1

k

3k−1
，则 Tn =

1

2
Pn。用错位相减法：

Pn = 1 +
2

3
+

3

32
+ · · ·+ n

3n−1
，

两边乘
1

3
：

1

3
Pn =

1

3
+

2

32
+ · · ·+ n− 1

3n−1
+

n

3n
，

相减得
2

3
Pn = 1 +

1

3
+

1

32
+ · · ·+ 1

3n−1
− n

3n
=

1− 3−n

1− 1

3

− n

3n
=

3

2
(1− 3−n)− n

3n
，

于是 Pn =
9

4
(1− 3−n)− 3n

2 · 3n
，故 Tn =

9

8
(1− 3−n)− 3n

4 · 3n
。

检验：T1 =
9

8

(
1− 1

3

)
− 3

4
· 1
3
=

3

4
− 1

4
=

1

2
，而 b1 =

1

a1 + 1
=

1

2
，相符。

为什么错：本题常见错误有三。其一，构造等比数列时“配常数”方向搞反——由 an+1 = 3an+

2应两边加 1配出 an+1 + 1 = 3(an + 1)（常数项应配出使右边系数能提取公比 3的数值），有
同学误配成减 1或配成别的常数；其二，错位相减时漏项或符号错，例如等比求和部分误把
1

3
当 3、丢末尾项

n

3n
；其三，算完 Tn不检验，把小问（1）（2）的错误一路带到（3）。对策：

构造等比时记住“两边同加
2

3− 1
= 1”，错位相减后取 n = 1代入原式核对。

参考答案速查

题号 Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7 Z8 Z9 Z10

答案 D B C A D A ∃x ∈ R，x2 + x+ 1 ≤ 0 −3 an = 2n y = −2

解答题答案见各题【答案】。
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