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第一章 集合与常用逻辑用语

1.1 集合的概念

考点精要

Q1 集合与元素是什么？集合的三特性是哪三条？

A 研究对象统称元素，由元素组成的总体叫集合。三特性：确定性（任一对象属不属于集合
一问便知）、互异性（同一集合内元素不重复）、无序性（{1, 2} 与 {2, 1} 是同一集合）。

Q2 判断一组对象能否组成集合，关键看什么？

A 看“检验标准”是否明确：给定任一对象，能否明确回答它属不属于。标准模糊（如“成
绩优秀”“个子高”“接近 0”）就不能组成集合；标准清楚，哪怕元素无限也能组成集合。

Q3 元素与集合的关系用什么符号表示？“属于”与“包含于”有何区别？

A a ∈ A（属于，元素对集合）与 a /∈ A（不属于）；集合与集合之间用 ⊆（包含于）。1 ∈ {1, 2}
对，1 ⊆ {1, 2} 就错了。

Q4 列举法与描述法各适合什么情况？

A 元素有限且不多——列举法，把元素一一列出；元素无限或很多但有共同特征——描述法，
写成 {x | p(x)}。

Q5 常见数集的记号有哪些？

A N 自然数集（含 0）、N∗ 正整数集、Z 整数集、Q 有理数集、R 实数集。

例题精讲

例题 1.1

（集合的概念与表示）判断下列对象能否组成集合；若能，用适当方法表示。（1）方程
x2 − 2x− 3 = 0 的实数解；（2）本班“成绩优秀”的同学；（3）大于 1 且小于 10 的偶数。

知识点 (1) 集合的概念与表示

A1. 下列对象能组成集合的是（　）

A. 某班“个子高”的同学　 B. 接近 0 的数　 C. 方程 x2 = 9 的实数解　 D. 比较大的数

A2. 用列举法表示集合 {x ∈ N∗ | x2 < 20}，正确的是（　）

第 1页



A. {1, 2, 3, 4} 　 B. {1, 2, 3, 4, 5} 　 C. {0, 1, 2, 3, 4} 　 D. {2, 3, 4}

A3. 集合 {x ∈ N | x2 < 10} 用列举法表示为（　）

A. {1, 2, 3} 　 B. {0, 1, 2, 3} 　 C. {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3} 　 D. {1, 2, 3, 4}

A4. 下列关系正确的是（　）

A. 0 ∈ N∗ 　 B. π ∈ Q 　 C.
√
2 ∈ R 　 D. −1 ∈ N

1.2 集合间的基本关系

考点精要

Q1 子集与真子集的定义是什么？

A 若 A 中任意一个元素都属于 B，则 A ⊆ B；若 A ⊆ B 且 B 中存在不属于 A 的元素，则

A ⫋ B（真子集）。

Q2 空集与任何集合的关系是什么？

A 规定：空集是任何集合的子集，即 ∅ ⊆ A 对任意 A 成立。做含参子集题，第一刀永远是

“B = ∅ 行不行”。

Q3 如何判断两个集合相等？

A 不靠“长得像”，靠互相包含：A ⊆ B 且 B ⊆ A 时，A = B。

Q4 含 n 个元素的集合的子集、真子集、非空真子集个数分别是多少？

A 2n 个、2n − 1 个、2n − 2 个。把每个元素想成一个“选 / 不选”的开关，n 个开关共 2n 种

状态。

Q5 已知“B ⊆ A”求参数，标准流程是什么？

A 先解出能列举的集合 A，把“子集”翻译成“元素必在”，先检 B = ∅，再检 B 非空时元

素是否逐个落在 A 内，端点开闭逐一检验。

例题精讲

例题 1.2

（含参子集）已知 A = {x | x2 − 3x+ 2 = 0}，B = {x | ax− 2 = 0}，且 B ⊆ A，求实数

a 的取值集合。

知识点 (1) 子集与真子集

A5. 已知 A = {1, 2, 3}，下列关系正确的是（　）

A. 1 ⊆ A 　 B. {1} ∈ A 　 C. ∅ ⊆ A 　 D. {1, 2} ∈ A

A6. 集合 A = {0, 1} 的真子集的个数为（　）

A. 2 　 B. 3 　 C. 4 　 D. 8
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A7. 集合 {a, b, c} 中含元素 a 的子集的个数为（　）

A. 2 　 B. 3 　 C. 4 　 D. 6

A8. 已知 A = {x | −2 ≤ x ≤ 3}，B = {x | x ≤ a}，若 A ⊆ B，则实数 a 的取值范围是（　）

A. a ≥ 3 　 B. a ≤ −2 　 C. a ≥ −2 　 D. a ≤ 3

B1.（2023·新课标 II 卷·T2）设集合 A = {0,−a}，B = {1, a− 2, 2a− 2}，若 A ⊆ B，则

a =（　）

A. 2 　 B. 1 　 C. 2

3
　 D. −1

M1. 已知 A = {1}，B = {x | x2 − 2ax+ 1 = 0}，且 B ⊆ A，则实数 a 的取值范围是（　）

A. a > 0 　 B. −1 < a ≤ 1 　 C. a ≥ 1 　 D. a = 1

M2. 已知集合 A 有 n 个元素，关于子集个数下列说法正确的是（　）

A. 若 A = {1, 2, 3}，则 A 有 6 个真子集
B. 若 A 有 16 个子集，则 A 有 5 个元素
C. 若 A 有 15 个真子集，则 A 有 4 个元素
D. A 的非空真子集个数比真子集个数多 1

1.3 集合的基本运算

考点精要

Q1 交集与并集的定义是什么？

A A∩B = {x | x ∈ A 且 x ∈ B}（两个集合都有的元素）；A∪B = {x | x ∈ A 或 x ∈ B}（至
少属于一个，重复只写一次）。

Q2 求补集最关键的一步是什么？

A 先圈出全集 U。∁UA = {x | x ∈ U 且 x /∈ A}——全集换了，补集立刻变脸。

Q3 德摩根律怎么表述？

A ∁U(A∩B) = ∁UA∪ ∁UB，∁U(A∪B) = ∁UA∩ ∁UB。“两个条件同时不满足”就是“两个补
集满足其一”。

Q4 容斥原理（两集合）是什么？

A |A ∪ B|= |A|+|B|−|A ∩ B|。求并集人数时，两堆相加要减去重复计算的重叠部分。

例题精讲

例题 1.3

（交、并、补运算）已知全集 U = {x ∈ N∗ | x ≤ 10}，A = {1, 3, 5, 7, 9}，B = {2, 3, 5, 7}。（1）
求 A ∩ B 与 A ∪ B；（2）求 ∁UA 与 ∁U(A ∪B)。

知识点 (1) 交集与并集
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A9. 已知 A = {1, 2, 3, 4}，B = {2, 4, 6}，则 A ∩B 与 A ∪ B 分别是（　）

A. {2, 4} 与 {1, 2, 3, 4, 6} 　 B. {1, 3} 与 {1, 2, 3, 4}
C. {2, 4} 与 {2, 4} 　 D. {1, 2, 3} 与 {1, 2, 3, 4, 6}

A10. 已知 A = {x | −1 < x < 3}，B = {x | x ≥ 0}，则 A ∩B =（　）

A. {x | 0 ≤ x < 3} 　 B. {x | −1 < x ≤ 0} 　 C. {x | 0 < x < 3} 　 D. {x | x > −1}

A11. 某班 45 人，爱好数学的 30 人，爱好物理的 25 人，两样都爱好的 18 人，则至少爱好
一科的人数为（　）

A. 37 　 B. 40 　 C. 42 　 D. 55

B2.（2024·新高考 I 卷·T1）已知集合 A = {x | −5 < x3 < 5}，B = {−3,−1, 0, 2, 3}，则
A ∩B =（　）

A. {−1, 0} 　 B. {2, 3} 　 C. {−3,−1, 0} 　 D. {−1, 0, 2}

知识点 (2) 补集与德摩根律

A12. 已知全集 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，A = {2, 4, 6}，则 ∁UA =（　）

A. {1, 3, 5} 　 B. {1, 3, 5, 7} 　 C. ∅ 　 D. {2, 4, 6}

A13. 已知全集 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，A = {2, 4}，则 ∁UA =（　）

A. {1, 3, 5, 6} 　 B. {1, 3, 5} 　 C. {3, 5, 6} 　 D. {2, 4}

A14. 已知全集 U = {x ∈ N∗ | 1 ≤ x ≤ 6}，A = {1, 2, 4}，B = {2, 3, 5}，则 (∁UA)∩ (∁UB) =

（　）

A. {6} 　 B. {1, 3, 4, 5} 　 C. ∅ 　 D. {1, 3, 4, 5, 6}

A15. 已知全集 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}，A = {1, 3, 5}，B = {2, 3, 4}，则 ∁U(A ∪B) =（　）

A. {6} 　 B. {1, 2, 4, 6} 　 C. {2, 4, 6} 　 D. ∅

A16. 某班 40人，参加体育社团 22人，参加文艺社团 18人，两个社团都参加的有 10人，则
两个社团都没参加的有（　）人

A. 8 　 B. 10 　 C. 12 　 D. 14

B3.（2022·全国乙卷理·T1）设全集 U = {1, 2, 3, 4, 5}，集合 M 满足 ∁UM = {1, 3}，则（　）

A. 2 ∈ M 　 B. 3 ∈ M 　 C. 4 /∈ M 　 D. 5 /∈ M

B4.（2022·全国甲卷理·T3）设全集 U = {−2,−1, 0, 1, 2, 3}，集合 A = {−1, 2}，B = {x |
x2 − 4x+ 3 = 0}，则 ∁U(A ∪ B) =（　）

A. {1, 3} 　 B. {0, 3} 　 C. {−2, 1} 　 D. {−2, 0}

M3. 已知全集 U = {1, 2, 3, 4, 5}，A = {1, 3, 5}，则 ∁UA =（　）

A. {2, 4} 　 B. {1, 3, 5} 　 C. {2, 4, 6} 　 D. {1, 2, 3, 4, 5}

C1.（图书馆查书系统）某校图书馆检索系统按关键词筛书。设全集 U 为馆藏全部图书，A

为“书名含『函数』的图书”，B 为“书名含『不等式』的图书”，C 为“数学类图书”。已知
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|U |= 5000，|A|= 120，|B|= 80，|A∩B|= 15，|C|= 2000，且 A∪B ⊆ C。（1）用集合语言表
示“书名既含『函数』又含『不等式』的图书”；（2）求“书名含『函数』或含『不等式』”的
图书数量；（3）求“数学类图书中书名既不含『函数』也不含『不等式』”的图书数量。

C2.（选科组合）某高中高一共有 600 名学生。设全集 U 为全体高一学生，A 为“选物理”，

B 为“选化学”，C 为“选生物”。已知 |A|= 320，|B|= 280，|C|= 180，|A ∩B|= 160，|A ∩
C|= 80，|B ∩ C|= 60，|A ∩ B ∩ C|= 30。（1）求至少选了物理、化学、生物中一门的学生
数；（2）求三门都没选的学生数。

1.4 充分条件与必要条件

考点精要

Q1 什么是命题？

A 可以判断真假的陈述句。祈使句、疑问句不是命题。

Q2 若 p ⇒ q，p 与 q 各是什么条件？

A p 是 q 的充分条件（有 p 就足够推出 q）；q 是 p 的必要条件（没 q 就没 p）。一句话：箭头
从 p 出发，p 在前为充分，q 在后为必要。

Q3 用集合判断充分必要，关键是什么？

A 设 p、q 对应的解集为 P、Q：P ⊆ Q ⇐⇒ p ⇒ q，即小集合对应的条件是充分条件。画
数轴标好两个集合，箭头永远从小集合指向大集合。

Q4 证明“p 是 q 的充要条件”要几步？

A 两步，一步不能省：充分性（p ⇒ q）与必要性（q ⇒ p）都证完，才可下结论。

Q5 “求使 p 是 q 的必要不充分条件的参数范围”怎么翻译？

A p 对应 A，q 对应 B，则该条件等价于 B ⫋ A——逻辑问题翻译成集合包含问题，用数轴

解决。

例题精讲

例题 1.4

（判断充分条件与必要条件）判断下列各题中 p 是 q 的什么条件：（1）p：x > 2，q：x >

1；（2）p：x2 = 4，q：x = 2；（3）p：四边形是菱形，q：四边形是平行四边形。

知识点 (1) 充分条件、必要条件与充要条件

A17. 已知 p：x > 3，q：x > 1，则 p 是 q 的（　）

A. 充分不必要条件　 B. 必要不充分条件　 C. 充要条件　 D. 既不充分也不必要条件

A18. 已知 p：x2 = 9，q：x = 3，则 p 是 q 的（　）

A. 充分不必要条件　 B. 必要不充分条件　 C. 充要条件　 D. 既不充分也不必要条件
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A19. 已知 p：ab = 0，q：a = 0，则 p 是 q 的（　）

A. 充分不必要条件　 B. 必要不充分条件　 C. 充要条件　 D. 既不充分也不必要条件

A20. 设 P = {x | x < 3}，Q = {x | x < 5}，则“x ∈ P”是“x ∈ Q”的（　）

A. 充分不必要条件　 B. 必要不充分条件　 C. 充要条件　 D. 既不充分也不必要条件

B5.（2023·天津卷·T2）“a2 = b2”是“a2 + b2 = 2ab”的（　）

A. 充分不必要条件　 B. 必要不充分条件　 C. 充要条件　 D. 既不充分也不必要条件

M4. 依次回答三个空，正确的是（　）(1)“x > 2”是“x > 1”的 条件；(2)“x > 1”

是“x > 2”的 条件；(3) 若集合 P ⊆ Q，则“x ∈ P”是“x ∈ Q”的 条件。

A. 充分不必要；必要不充分；充分不必要　 B. 必要不充分；充分不必要；必要不充分
C. 充分不必要；必要不充分；必要不充分　 D. 必要不充分；充分不必要；充分不必要

1.5 全称量词与存在量词

考点精要

Q1 全称量词与存在量词用什么符号表示？

A 全称量词“所有、任意”用 ∀；存在量词“存在、至少有一个”用 ∃。

Q2 判断全称量词命题真假的方法？

A 要检查每一个元素都满足——只要找到一个反例，全称命题就是假的。

Q3 判断存在量词命题真假的方法？

A 只需找出一个满足条件的元素即可成立；一个都找不到才假。本质是在解方程或不等式。

Q4 命题的否定规则是什么？

A 量词与结论同时变化：∀ 变 ∃，∃ 变 ∀，且结论 p(x) 改成 ¬p(x)（“>”改“≤”、“=”改
“6=”）。原命题与否定一真一假。

例题精讲

例题 1.5

（命题的否定）写出下列命题的否定，并判断其真假：（1）∀x ∈ R，x2 ≥ 0；（2）∃x ∈ R，
x2 = 2。

知识点 (1) 全称量词与存在量词

A21. 下列命题是真命题的是（　）

A. ∀x ∈ R，x2 > 0 　 B. ∃x ∈ R，x2 + 1 = 0 　 C. ∀x ∈ R，|x|≥ 0 　 D. ∃x ∈ N，x < 0

A22. 命题“∀x ∈ R，x2 + x+ 1 > 0”的否定是（　）

A. ∀x ∈ R，x2 + x+ 1 ≤ 0 　 B. ∃x ∈ R，x2 + x+ 1 ≤ 0 　 C. ∃x ∈ R，x2 + x+ 1 > 0 　 D.
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∀x ∈ R，x2 + x+ 1 = 0

B6.（2024·新课标 II 卷·T2）已知命题 p：∀x ∈ R，|x+ 1|> 1；命题 q：∃x > 0，x3 = x。

则（　）

A. p 和 q 都是真命题　 B. ¬p 和 q 都是真命题　 C. p 和 ¬q 都是真命题　 D. ¬p 和 ¬q 都是
真命题

M5. 命题“∃x ∈ R，x2 < 1”的否定是（　）

A. ∀x ∈ R，x2 ≥ 1 　 B. ∃x ∈ R，x2 ≥ 1 　 C. ∀x ∈ R，x2 < 1 　 D. ∀x ∈ R，x2 ≤ 1

本章综合

S1. 已知集合 A = {x | x2 − 5x+ 6 ≤ 0}，B = {x | a ≤ x ≤ 2a− 1}。（1）求集合 A；（2）若
B ⊆ A，求实数 a 的取值范围；（3）求集合 A 的子集个数与真子集个数。

S2. 设 p：1 ≤ x ≤ 3，q：m < x < m+ 4。若 p 是 q 的充分不必要条件，求实数 m 的取值范

围。

S3. 已知命题 p：∀x ∈ [1, 2]，x2 − a ≥ 0；命题 q：∃x ∈ [1, 2]，x2 − a ≤ 0。（1）写出命题 p 的

否定 ¬p；（2）若 p 为真命题，求 a 的取值范围；（3）若 p 与 q 一真一假，求 a 的取值范围。
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第二章 一元二次函数、方程和不等式

2.1 等式性质与不等式性质

考点精要

Q1 比较两个数（式）大小最通用的方法是什么？

A 作差法：作差 a− b，配方、因式分解或通分变形到能判断符号，再由“a− b > 0 ⇐⇒ a >

b”下结论。

Q2 不等式性质 (3)（加法性质）说什么？

A a > b ⇒ a+ c > b+ c——两边同加同一个数，不等号方向不变。

Q3 性质 (4)（乘法性质）最关键的一句话是什么？

A 乘或除以正数方向不变，乘或除以负数方向必须反向；c = 0 时严格不等式还可能变成等

式。下笔前先问：“这个 c 是正还是负？”

Q4 “同向可乘”的适用前提是什么？

A a > b > 0 且 c > d > 0 时才有 ac > bd——两个正数且同向。两个负数相乘，方向未必保
持。

Q5 判断“由 a > b 能否推出某不等式”的通用策略？

A 看每一步用了哪条性质、前提是否满足；前提不满足就举反例推翻它（如 a = 1，b = −2

可同时推翻 a2 > b2、|a|> |b| 等“需要正数前提”的结论）。

例题精讲

例题 2.1

（作差法比较大小）比较下列各组式子的大小，并指出等号何时成立：（1）x2+4与 4x；（2）
(x+ 1)(x+ 3) 与 (x+ 2)2。

知识点 (1) 不等式的性质与比较大小

A1. 已知 a > b，c > 0，则下列不等式成立的是（　）

A. ac < bc 　 B. a+ c > b+ c 　 C. a

c
<

b

c
　 D. −ac > −bc

A2. 用作差法比较 x2 + 3 与 2x+ 2 的大小，并指出等号成立的条件。
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A3. 已知 a < b < 0，下列不等式一定成立的是（　）

A. a2 < b2 　 B. 1

a
<

1

b
　 C. |a|< |b| 　 D. a3 < b3

A4. 已知 a > b，c < 0，则下列不等式一定成立的是（　）

A. ac > bc 　 B. a

c
>

b

c
　 C. a+ c > b+ c 　 D. −ac > −bc

A5. 若 a > b > 0，c > d > 0，则下列不等式成立的是（　）

A. ac > bd 　 B. ac < bd 　 C. ad > bc 　 D. a

d
<

b

c
B1.（2022·新高考 II 卷·T12，多选）若 x，y 满足 x2 + y2 − xy = 1，则（　）

A. x+ y ≤ 1 　 B. x+ y ≥ −2 　 C. x2 + y2 ≤ 2 　 D. x2 + y2 ≥ 1

M1. 已知 a > b，则下列命题中为真的是（　）

A. a2 > b2 　 B. |a|> |b| 　 C. a3 > b3 　 D. 1

a
<

1

b

2.2 基本不等式

考点精要

Q1 基本不等式的代数形式与取等条件？

A 对 a > 0，b > 0：
a+ b

2
≥

√
ab，当且仅当 a = b 时取等号。两个正数的算术平均数不小于

几何平均数。

Q2 “一正二定三相等”分别指什么？

A 一正：两式必须都是正数；二定：和为定值时积有最大值、积为定值时和有最小值；三相
等：等号条件 a = b 在允许的取值范围内确实取得到。三条缺一不可。

Q3 “和定积最大”怎么用？

A 若 x + y 为定值 S，则 xy ≤
(
x+ y

2

)2

=
S2

4
，等号当 x = y 时成立。如周长一定的矩形

中正方形面积最大。

Q4 “积定和最小”怎么用？

A 若 xy 为定值 P，则 x+ y ≥ 2
√
P，等号当 x = y 时成立。如 x+

k

x
≥ 2

√
k（x > 0）。

Q5 直接套不上定值时怎么办？

A 配凑：把“不定的和”拆成“定积的和”。如 x+
k

x− 1
= (x− 1) +

k

x− 1
+ 1，凑出互为倒

数的两项。

例题精讲

例题 2.2

（基本不等式求最值）已知 x > 1，求 x+
4

x− 1
的最小值。
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知识点 (1) 基本不等式及其应用

A6. 已知 x > 0，则 x+
9

x
的最小值为（　）

A. 3 　 B. 6 　 C. 9 　 D. 18

A7. 已知 x > 0，y > 0，x+ 2y = 10，则 xy 的最大值为（　）

A. 25

2
　 B. 12 　 C. 25 　 D. 50

A8. 已知 x > 0，则 2x+
8

x
的最小值为（　）

A. 4 　 B. 6 　 C. 8 　 D. 16

A9. 已知 x > 0，y > 0，x+ y = 4，则 xy 的最大值为（　）

A. 2 　 B. 4 　 C. 8 　 D. 16

B2.（2020·新高考 I 卷·T11，多选）已知 a > 0，b > 0，且 a+ b = 1，则（　）

A. a2 + b2 ≥ 1

2
　 B. 2a−b >

1

2
　 C. log2 a+ log2 b ≥ −2 　 D.

√
a+

√
b ≤

√
2

M2. 已知 x < 0，则 x+
1

x
（　）

A. 有最小值 2 　 B. 有最小值 −2 　 C. 有最大值 −2 　 D. 有最大值 2

M3. 已知 x ∈ [3, 5]，则 y = x+
4

x
的最小值为（　）

A. 4 　 B. 13

3
　 C. 29

5
　 D. 17

4

2.3 二次函数与一元二次方程、不等式

考点精要

Q1 “三个二次”的关系是什么？

A 二次函数 y = ax2 + bx+ c 的图象与 x 轴交点的横坐标 = 方程 ax2 + bx+ c = 0 的根 = 不
等式解集的端点。一根抛物线，三个答案全齐。

Q2 口诀“大于取两边，小于取中间”的适用前提是什么？

A 前提是 a > 0（开口向上）。见到 −x2 开头，先两边同乘 −1 化正，注意不等号反向，再套
口诀。

Q3 判别式 ∆ 与根的关系？

A ∆ > 0 两个不等实根；∆ = 0 两个相等实根；∆ < 0 无实根。计算 ∆ 时 b2 是 b 整体平方

（含符号），如 b = −4 时 b2 = 16。

Q4 ax2 + bx+ c > 0 对一切 x ∈ R 恒成立的条件？

A 分两类：a = 0 时退化一次（单独讨论）；a 6= 0 时需 a > 0 且 ∆ < 0。不要丢掉 a = 0 那
一刀。

Q5 解含参数的一元二次不等式，讨论的分界点怎么找？
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A 先因式分解出两根，再比较两根大小找参数的分界点（如 (x − 1)(x − a) > 0 的分界点是

a = 1），分区间讨论。

例题精讲

例题 2.3

（三个二次）已知二次函数 y = 3x2 − 8x+ 4。（1）求该函数图象与 x 轴的交点；（2）解
不等式 3x2 − 8x+ 4 < 0；（3）解不等式 −x2 + 2x+ 3 ≥ 0。

知识点 (1) 三个二次与一元二次不等式

A10. 不等式 x2 − 5x+ 6 < 0 的解集为（　）

A. {x | 2 < x < 3} 　 B. {x | x < 2 或 x > 3} 　 C. {x | −3 < x < −2} 　 D. ∅

A11. 不等式 3x2 − 4x+ 1 > 0 的解集为（　）

A. {x | x <
1

3
或 x > 1} 　 B. {x | 1

3
< x < 1} 　 C. {x | x < 1 或 x > 3} 　 D. R

A12. 若关于 x的不等式 x2− 2x+ a > 0对一切 x ∈ R恒成立，则实数 a的取值范围为（　）

A. a > 1 　 B. a ≥ 1 　 C. a < 1 　 D. a ≤ 1

A13. 若一元二次方程 x2 − 4x+m = 0 有两个不相等的实数根，则 m 的取值范围为（　）

A. m > 4 　 B. m < 4 　 C. m ≥ 4 　 D. m ≤ 4

A14. 不等式 x2 − 3x− 4 ≥ 0 的解集为（　）

A. {x | x ≤ −1 或 x ≥ 4} 　 B. {x | −1 ≤ x ≤ 4} 　 C. {x | x ≤ −4 或 x ≥ 1} 　 D. {x |
−4 ≤ x ≤ 1}

A15. 不等式 −x2 + 5x− 6 > 0 的解集为（　）

A. {x | 2 < x < 3} 　 B. {x | x < 2 或 x > 3} 　 C. {x | −3 < x < −2} 　 D. {x | x <

−2 或 x > 3}

A16. 不等式 x2 + 2x+ 3 > 0 的解集为（　）

A. R 　 B. ∅ 　 C. {x | x 6= −1} 　 D. {x | x < −1 或 x > 3}

A17. 若不等式 x2 + bx+ c < 0 的解集为 {x | −1 < x < 2}，则 b+ c =（　）

A. −3 　 B. −1 　 C. 1 　 D. 3

A18. 二次函数 y = x2 − 2x− 3 的图象与 x 轴的交点坐标为（　）

A. (−1, 0)、(3, 0) 　 B. (1, 0)、(3, 0) 　 C. (−1, 0)、(1, 0) 　 D. (1, 0)、(−3, 0)

A19. 不等式 2x2 − x− 1 > 0 的解集为（　）

A. {x | x < −1

2
或 x > 1} 　 B. {x | −1

2
< x < 1} 　 C. {x | x < −1 或 x >

1

2
} 　 D. {x |

−1 < x <
1

2
}

A20. 若不等式 x2 + ax+ b < 0 的解集为 {x | −2 < x < 1}，则 a+ b =（　）

A. −3 　 B. −1 　 C. 1 　 D. 3
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A21. 若不等式 x2 − ax+ 1 ≥ 0 对一切 x ∈ R 恒成立，则实数 a 的取值范围为（　）

A. −2 ≤ a ≤ 2 　 B. −2 < a < 2 　 C. a ≤ −2 或 a ≥ 2 　 D. a < −2 或 a > 2

B3.（2023·新课标 I 卷·T1）已知集合 M = {−2,−1, 0, 1, 2}，N = {x | x2 − x− 6 ≥ 0}，则
M ∩N =（　）

A. {−2,−1, 0, 1} 　 B. {0, 1, 2} 　 C. {−2} 　 D. {2}

B4.（2022·新高考 I 卷·T1）若集合 M = {x |
√
x < 4}，N = {x | 3x ≥ 1}，则 M ∩N =

（　）

A. {x | 0 ≤ x < 2} 　 B. {x | 1
3
≤ x < 2} 　 C. {x | 3 ≤ x < 16} 　 D. {x | 1

3
≤ x < 16}

B5.（2022·新高考 II卷·T1）已知集合 A = {−1, 1, 2, 4}，B = {x | |x− 1|≤ 1}，则 A∩B =

（　）

A. {−1, 2} 　 B. {1, 2} 　 C. {1, 4} 　 D. {−1, 4}

M4. 不等式 −x2 + 2x+ 3 > 0 的解集为（　）

A. {x | x < −1 或 x > 3} 　 B. {x | −1 < x < 3} 　 C. {x | x < −3 或 x > 1} 　 D. {x |
−3 < x < 1}

M5. 若关于 x的不等式 kx2+kx+2 > 0对一切 x ∈ R恒成立，则实数 k 的取值范围为（　）

A. 0 < k < 8 　 B. 0 ≤ k < 8 　 C. k > 8 　 D. 0 < k ≤ 8

M6. 已知一元二次方程 3x2 − 4x + 1 = 0。（1）写出判别式 ∆ = b2 − 4ac 的完整计算过程，

并判断根的情况；（2）若某同学把 ∆ 算成 b2 − 4ac = −42 − 4× 3× 1 = −28，指出错在哪里。

C1.（围栏面积）学校后勤要用 48 m 长的围栏在操场边围一块矩形运动区，其中一边利用已
有的围墙（围墙长 30 m）。（1）设垂直于围墙的边长为 x m，写出运动区面积 S（m2）关于

x 的函数表达式及定义域；（2）怎样围面积最大？最大面积是多少？

C2.（定价利润）某商店以 50 元/件购入一批商品，定价 90 元/件时每天可售出 60 件。市场
调查显示：每降价 1 元，日销量增加 5 件。（1）设降价 x 元，写出日利润 y（元）关于 x 的

函数表达式及定义域；（2）要使日利润不低于 2400 元，应降价多少元（写出降价范围）？（3）
降价多少元时日利润最大？最大日利润是多少？

本章综合

S1. 已知函数 f(x) = x2 − 2ax+ a+ 2。（1）若 f(x) > 0 对一切 x ∈ R 恒成立，求 a 的取值

范围；（2）若方程 f(x) = 0 有两个不相等的正实数根，求 a 的取值范围；（3）当 a = 3 时，

解不等式 f(x) ≤ 2。

S2. 用长 L m 的篱笆围一块矩形菜地，其中一边靠墙（墙长为 m m）。（1）设垂直于墙的边
长为 x m，证明当 m ≥ L

2
时，面积最大值为

L2

8
；（2）当 L = 40、墙长 m = 15 时，实际可

围成的最大面积是多少？与理论最大值
L2

8
比较，说明差异的原因。
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第三章 函数的概念与性质

3.1 函数的概念及其表示

考点精要

Q1 函数的三要素是什么？

A 定义域、对应关系、值域——定义域和对应关系定了，值域就唯一确定。

Q2 判断“是不是函数”只看什么？

A 定义域中每一个元素都能找到唯一 y（一对一/多对一都行，一对多不行）。

Q3 三种表示法各自什么时候好用？

A 列表法：离散取值；图象法：看趋势（单调/最值）；解析法：精确计算。

Q4 分段函数是一个函数还是几个？

A 一个函数，只是分段表达。值域是各段值域的并集。

Q5 定义域的“三个禁区”？

A 分母 6= 0、偶次根号下 ≥ 0、实际问题满足现实约束。

例题精讲

例题 3.1

（判断函数）下列对应哪些是函数？（1）A = {1, 2, 3}，f : x 7→ 2x；（2）y2 = x；（3）学
生 7→ 学号。

例题 3.2

（求定义域）求 f(x) =

√
x− 1

x− 2
的定义域。

例题 3.3

（分段求值）已知 f(x) =

x2 + 1, x ≤ 0

2x− 1, x > 0
，求 f(f(−1))。
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知识点 (1) 函数的概念

A1. 下列图象能表示 y 是 x 的函数的是（　）

A. 竖直直线　 B. 圆　 C. 斜率为正的直线　 D. 开口向右的抛物线

A2. 函数 f(x) =
√
x+ 2 的定义域是（　）

A. (−2,+∞) 　 B. [−2,+∞) 　 C. (−∞,−2] 　 D. R

A3. 已知 f(x) = x2 − 3x+ 1，则 f(2) =（　）

A. −1 　 B. 1 　 C. 3 　 D. 5

A4. 下列各组函数表示同一函数的是（　）

A. f(x) = x 与 g(x) =
√
x2 　 B. f(x) = x 与 g(x) =

x2

x
C. f(x) = x2 与 g(x) = x 　 D. f(x) = |x| 与 g(x) =

√
x2

M1. 已知 f(x) = x2，则 f(x+ 1)− f(x) =（　）

A. 1 　 B. 2x+ 1 　 C. 2x− 1 　 D. x2 + 1

知识点 (2) 函数的表示法与分段函数

A5. 已知 f(x) =


x+ 1, x > 0

0, x = 0

x− 1, x < 0

，则 f(−1) + f(0) + f(1) =（　）

A. 0 　 B. 1 　 C. 2 　 D. 3

A6. 某公园门票成人 30 元儿童 15 元，家庭 2 成人 x 儿童，总价 y =（　）

A. 30x+ 15 　 B. 60 + 15x 　 C. 60x+ 15 　 D. 45x

A7. 已知 f(x) = 2x+ 1，则 f(x+ 1) =（　）

A. 2x+ 2 　 B. 2x+ 3 　 C. 2x+ 1 　 D. x+ 2

M2. 函数 f(x) = x0 的定义域是（　）

A. R 　 B. {0} 　 C. x 6= 0 　 D. x > 0

3.2 函数的基本性质

考点精要

Q1 定义法证单调性四步？

A 取值 → 作差 → 变形 → 定号。

Q2 单调区间为何不能写并集？

A 递增要求任意 x1 < x2 都有 f(x1) < f(x2)，并集破坏跨段任意性。

Q3 闭区间二次函数最值关键？
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A 先看对称轴是否在区间内：在内看顶点，不在只看端点。

Q4 判断奇偶性第一步？

A 先查定义域关于原点对称，不对称直接非奇非偶。

Q5 偶函数 + 单调比大小怎么办？

A 先对称化（f(−a) = f(a)）再比。

例题精讲

例题 3.4

（定义法证单调）证明 f(x) = 2x+ 1 在 R 上单调递增。

例题 3.5

（闭区间最值）求 f(x) = −x2 + 4x 在 [1, 4] 上的最大最小值。

例题 3.6

（奇偶性判定）判断 f(x) = x4 + x2、x3、x2 + x、
√
x 的奇偶性。

知识点 (1) 单调性

A8. 函数 f(x) = 3− x 在 R 上（　）

A. 单调递增　 B. 单调递减　 C. 不增不减　 D. 先增后减

A9. f(x) = x2 − 2x 的单调递增区间是（　）

A. (−∞, 1] 　 B. [1,+∞) 　 C. (−∞, 0] 　 D. [0,+∞)

A10. f(x) =
1

x
在 (0,+∞) 上是（　）

A. 增函数　 B. 减函数　 C. 先增后减　 D. 非单调

A11. 已知 f(x) 在 R 上递增且 f(2a) < f(a+ 1)，则 a 的范围是（　）

A. a < 1 　 B. a > 1 　 C. a < −1 　 D. a > −1

B2.（2023·新课标 I 卷）设函数 f(x) = 2x(x−a) 在区间 (0, 1) 上单调递减，则 a 的取值范围

是（　）

A. (−∞, 2] 　 B. [−2, 0) 　 C. (0, 2] 　 D. [2,+∞)

M3. 下列说法正确的是（　）

A. 若 f(x) 在 [0, 2] 和 [3, 5] 上都递增，则 f(x) 在 [0, 2] ∪ [3, 5] 上递增

B. 若 f(x) 在 [a, b] 上递增，则在任意子区间上也递增

C. f(x) = x2 在 [−1, 2] 上最小值是 f(−1) = 1

D. 奇函数图象一定过原点

知识点 (2) 奇偶性

A12. 下列函数中偶函数的是（　）
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A. f(x) = x3 　 B. f(x) = x2 + 1 　 C. f(x) = 2x 　 D. f(x) = x+ 1

A13. f(x) 是 R 上奇函数，则 f(0) =（　）

A. 0 　 B. 1 　 C. −1 　 D. 不确定

A14. 求 f(x) = x2 − 4x 在 [0, 3] 上的最小值： 。

B3.（2023·全国乙卷）已知 f(x) =
xex

eax − 1
是偶函数，则 a =（　）

A. −2 　 B. −1 　 C. 1 　 D. 2

B4.（2023·新课标 II 卷）若 f(x) = (x+ a) ln
2x− 1

2x+ 1
为偶函数，则 a =（　）

A. −1 　 B. 0 　 C. 1

2
　 D. 1

M4. 函数 f(x) =
√
x 的奇偶性是（　）

A. 奇函数　 B. 偶函数　 C. 非奇非偶　 D. 既奇又偶

M5. 已知 f(x) 是偶函数且在 [0,+∞) 上递增，则 f(−3)、f(2)、f(−4) 大小关系是（　）

A. f(−3) < f(2) < f(−4) 　 B. f(2) < f(−3) < f(−4)

C. f(−4) < f(−3) < f(2) 　 D. f(2) < f(−4) < f(−3)

知识点 (3) 周期性与抽象函数（新高考趋势）

B5.（2022·新高考 II 卷）已知 f(x) 定义域 R，且 f(x+ y) + f(x− y) = f(x)f(y)，f(1) =

1，则
22∑
k=1

f(k) =（　）

A. −3 　 B. −2 　 C. 0 　 D. 1

B6.（2023·新高考 I 卷·多选）已知函数 f(x) 的定义域为 R，f(xy) = y2f(x) + x2f(y)，则

（　）

A. f(0) = 0 　 B. f(1) = 0 　 C. f(x) 是偶函数　 D. x = 0 为 f(x) 的极小值点

B7.（2024·新高考 I 卷）已知函数 f(x) 的定义域为 R，f(x) > f(x − 1) + f(x − 2)，且当

x < 3 时 f(x) = x，则下列结论中一定正确的是（　）

A. f(10) > 100 　 B. f(20) > 1000 　 C. f(10) < 1000 　 D. f(20) < 104

M6. 设 f(x) 是 R 上周期为 3 的奇函数，且 f(1) > 1，f(2) = a，则 a 的取值范围是（　）

A. a > 1 　 B. a < −1 　 C. a < −1 或 a > 1 　 D. a 6= ±1

A15. 已知 f(x) 是 R 上周期为 2 的函数，且 f(3) = 5，则 f(2023) =（　）

A. 3 　 B. 5 　 C. 2 　 D. 2023

3.3 幂函数

考点精要

Q1 什么是幂函数？
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A y = xα（底数是变量、指数是常数、系数为 1）。

Q2 幂函数与指数函数怎么区分？

A 幂函数底数变指数定（x2）；指数函数底数定指数变（2x）。

Q3 幂函数单调性怎么用？

A 指数相同看 y = xα：α > 0 递增、α < 0 递减。

例题精讲

例题 3.7

（幂函数辨析）哪些是幂函数？y = 2x、x2、2x、x0、(1
2
)x。

例题 3.8

（单调性比大小）比较 0.20.3 与 0.30.3；2.1−1 与 2.3−1。

知识点 (1) 幂函数概念与图象

A16. 下列函数中幂函数的是（　）

A. y = 3x 　 B. y = x
1
2 　 C. y = 3x 　 D. y = x2 + 1

A17. 幂函数 y = xα 过点 (2, 8)，则 α =（　）

A. 2 　 B. 3 　 C. 4 　 D. 8

A18. 在 (0,+∞) 上单调递减的幂函数是（　）

A. y = x 　 B. y = x2 　 C. y = x−1 　 D. y = x
1
2

A19. 比较大小：1.50.5 1.60.5（填 > 或 <）。

M7. 下列说法正确的是（　）

A. y = x0 与 y = 1 是同一函数　 B. y = 2x 是幂函数

C. y = x2 是幂函数　 D. 幂函数图象都过原点

C1.（幂函数建模）天宫空间站太阳能帆板面积约 110 m2，输出功率 P = kd−2（d 为日地距

离倍数），地球轨道 d = 1时输出 8 kW。（1）求 k；（2）火星轨道 d = 1.52处输出约多少 kW？

3.4 函数的应用（一）

考点精要

Q1 用函数解决实际问题的四步？

A 审题 → 建模（写解析式 + 定义域）→ 求解 → 检验。

Q2 分段函数建模最容易丢什么？

A 丢定义域的分段边界。
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Q3 利润最大化一般用什么工具？

A 二次函数顶点/配方，注意对称轴在定义域内。

例题精讲

例题 3.9

（利润最值）进价 40 元定价 60 元日销 100 件，每降价 1 元日增销 10 件，降价多少日利
润最大？

例题 3.10

（分段应用）快递首重 1 kg 内 8 元，续重每 1 kg 加 3 元（不足 1 kg 按 1 kg）。（1）写函
数；（2）3.5 kg 邮费？

知识点 (1) 函数建模

A20. 用 24 m 篱笆围矩形菜园，面积最大时长应为（　）

A. 4 m 　 B. 6 m 　 C. 8 m 　 D. 12 m

A21. 年利润 y = −x2 + 10x− 16（0 ≤ x ≤ 8），最大利润为（　）

A. 9 万元　 B. 16 万元　 C. 25 万元　 D. 34 万元

M8. 用 20 m 篱笆围矩形菜园，宽不小于 6 m，则（　）

A. x = 5 时最大 25 　 B. x = 6 时最大 24 　 C. 无最大值　 D. x = 7 时最大 21

C2.（分段建模）共享充电宝：前 30 分钟免费，之后每 30 分钟 1.5 元（不足 30 分钟按 30 分
钟），单日封顶 15 元。（1）写函数；（2）借 1 小时 20 分钟付多少？

本章综合

S1. 已知 f(x) = x2 − 2ax+ 3。（1）若在 (−∞, 2] 上递减求 a 范围；（2）[0, 2] 上最小值 g(a)

表达式。

S2. 已知 f(x) =
ax+ b

1 + x2
是 (−1, 1)上奇函数，且 f(1

2
) = 2

5
。（1）求 a, b；（2）证单调递增；（3）

解 f(t− 1) + f(t) < 0。
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第四章 指数函数与对数函数

4.1 指数与指数幂的运算

考点精要

Q1 什么叫 n 次方根？n 的奇偶如何决定根的情况？

A 若 xn = a，则 x 叫 a 的 n 次方根。n 为奇数时唯一（a 正得正、a 负得负）；n 为偶数时

a > 0 有两个互为相反数的根，a < 0 无实根。

Q2 分数指数幂 a
m
n 的定义是什么？对底数有什么约定？

A a
m
n = n

√
am（a > 0，m,n ∈ N∗，n > 1）。为规则统一，约定底数 a > 0。

Q3 化简 n
√
an 何时要加绝对值？

A n 为偶数时必须加绝对值： n
√
an = |a|；n 为奇数时 n

√
an = a。

Q4 实数指数幂的运算性质有哪些？

A aras = ar+s、
ar

as
= ar−s、(ar)s = ars、(ab)r = arbr（a, b > 0）。

Q5 a−n 与 a0 的含义？(−2)2 与 −22 为什么不同？

A a−n =
1

an
，a0 = 1（a 6= 0）。负号在括号内会被平方（(−2)2 = 4），括号外只作用于幂的结

果（−22 = −4）。

例题精讲

例题 4.1

（根式与分数指数幂求值化简）求下列各式的值：（1） 3
√
−64；（2） 4

√
81；（3）16

3
4；（4）(

1

4

)− 3
2

；（5）
√
(−7)2。

知识点 (1) 根式与分数指数幂

A1. 求值： 3
√
−27； 4

√
16；

√
(−5)2。

A2. 化简（字母均取正数）：x
1
2 · x− 1

4；
a

2
3

a
1
3

；(a
1
3 b

1
2 )6。

M1. 逐一计算：(−2)2、−22、(−2)−2、2−2，并说明它们为什么不同。

知识点 (2) 实数指数幂的运算性质
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A3. 求值：8
2
3；

(
9

16

)− 1
2

。

A4. 已知 10x = 3，10y = 4，求 10x−y 与 102x+y 的值。

4.2 指数函数

考点精要

Q1 指数函数的定义是什么？与幂函数怎么区分？

A y = ax（a > 0 且 a 6= 1），系数必须为 1。指数函数底数固定、指数变（2x）；幂函数指数

固定、底数变（x2）。

Q2 指数函数图象过什么定点？

A 都过点 (0, 1)（因为 a0 = 1）。

Q3 指数函数的值域是什么？

A (0,+∞)，x 轴（y = 0）是水平渐近线，图象永远在 x 轴上方。

Q4 底数如何决定单调性？

A a > 1 在 R 上单调递增；0 < a < 1 在 R 上单调递减。

Q5 比较指数式大小有哪些方法？

A 同底用单调性（底数大于 1 增、小于 1 减）；底数不同先找中间量 0 或 1 过渡。

例题精讲

例题 4.2

（指数函数概念辨析与比较大小）（1）下列函数中，哪些是指数函数？y = 3x、y = x3、

y = (−2)x、y = 2x+1。（2）比较大小：0.70.8 与 0.71.2；1.50.3 与 0.80.3。

知识点 (1) 指数函数的概念与图象

A5. 已知指数函数 f(x) = ax 的图象经过点 (2, 4)，求 f(x)，并求 f(0)、f(−1)。

A6. 比较大小：20.3 与 21.7；0.5−0.3 与 0.50.2；1.20.5 与 0.80.5。

B1.（2022·全国甲卷·理）函数 y = (3x−3−x) cos x在区间
[
−π

2
,
π

2

]
上的图象大致为（　）【文

字化还原：原题为图象选择题，以下按图象特征改写四个选项】

A. 图象关于原点对称，且在
(
0,

π

2

)
上恒为正

B. 图象关于 y 轴对称，且在
(
0,

π

2

)
上恒为正

C. 图象关于原点对称，且在
(
0,

π

2

)
上恒为负

D. 图象关于 y 轴对称，且在
(
0,

π

2

)
上先负后正

M2. 下列说法正确的是（　）
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A. y = 2x 与 y = x2 都是指数函数

B. y = 2x 与 y = 3x 的图象在 x < 0 一侧，y = 3x 在上方

C. 指数函数 y = ax（a > 1）与 y =

(
1

a

)x

的图象关于 y 轴对称

D. 幂函数 y = xα 的图象都经过原点

知识点 (2) 指数函数的单调性与值域

A7. 求函数 y = 2x 在区间 [−1, 2] 上的值域。

A8. 求函数 y =

(
1

3

)x

在区间 [−1, 1] 上的值域。

A9. 解不等式 2x−1 ≤ 8。

4.3 对数与对数运算

考点精要

Q1 对数的定义是什么？真数有什么约束？

A ax = N ⇐⇒ x = loga N，其中 a > 0，a 6= 1，且真数 N > 0——负数和 0 没有对数。

Q2 常用对数与自然对数是什么？

A lgN = log10 N（常用对数）；lnN = loge N（自然对数，e ≈ 2.718）。

Q3 对数运算的三大性质？

A 乘变加：loga(MN) = loga M + loga N；除变减：loga
M

N
= loga M − loga N；幂变系数：

loga M
n = n loga M（M,N > 0）。

Q4 换底公式是什么？

A loga b =
logc b

logc a
；特别推论 loga b · logb a = 1。

Q5 对数恒等式有哪些？

A loga 1 = 0；loga a = 1；aloga N = N；loga a
x = x。

例题精讲

例题 4.3

（指对互化与对数运算求值）（1）把 34 = 81写成对数式；把 log2
1

8
= −3写成指数式。（2）

求值：lg 25 + lg 4；log5 75− log5 3；log2 3 · log3 4。

知识点 (1) 对数的概念与指对互化

A10. 求值：log3 81；lg 0.001；ln e2；5log5 3。

知识点 (2) 对数运算性质与换底公式

A11. 已知 log2 3 = a，log2 5 = b，用 a、b 表示 log2 15 与 log2
3

5
。
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A12. 求值：log2 6− log2 3；lg 5 + lg 20；log2 3 · log3 5 · log5 2。

B2.（2022·浙江卷）已知 2a = 5，log8 3 = b，则 4a−3b 等于（　）

A. 25 　 B. 5 　 C. 25

9
　 D. 5

3
M3. 下列说法正确的是（　）

A. log2(3 + 5) = log2 3 + log2 5

B. log2 8

log2 2
= log2

8

2
C. log2 43 = (log2 4)

3

D. log2 8 + log2 2 = log2 16

4.4 对数函数

考点精要

Q1 对数函数的定义域是什么？

A y = loga x（a > 0 且 a 6= 1）的定义域是 (0,+∞)，不是 R——真数必须大于 0。

Q2 对数函数与指数函数有什么关系？

A 互为反函数，图象关于直线 y = x 对称；定义域与值域互换。

Q3 底数如何决定对数函数的单调性？

A a > 1 在 (0,+∞) 上单调递增；0 < a < 1 单调递减。

Q4 解对数不等式要注意什么？

A 先把两边化成同底对数，再用单调性“去掉 log”；底数小于 1 时不等号要反向，同时必须

保证真数大于 0。

Q5 求对数型复合函数单调区间，第一件事是什么？

A 先求定义域（内层真数大于 0），再用“同增异减”逐层判断，定义域外的区间绝不能写进

答案。

例题精讲

例题 4.4

（对数函数定义域与比较大小）（1）求函数 f(x) = log3(2x− 1) 的定义域。（2）比较大小：
log2 1.5 与 log2 2.5；log0.5 2 与 log0.5 3。

知识点 (1) 对数函数的概念与求值

A13. 求函数 f(x) = log2(4− x) + lg(x+ 1) 的定义域。

B3.（2023·北京卷）已知函数 f(x) = 4x + log2 x，则 f

(
1

2

)
= 。

知识点 (2) 对数函数的单调性（比较大小与解不等式）
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A14. 解不等式 log0.5(x− 1) > −2。

A15. 比较大小：log2 1.5 与 log2 2.5；log0.5 2 与 log0.5 3。

B4.（2022·新高考 I 卷）设 a = 0.1e0.1，b =
1

9
，c = − ln 0.9，则（　）

A. a < b < c 　 B. c < b < a 　 C. c < a < b 　 D. a < c < b

知识点 (3) 对数型复合函数与情境应用

A16. 求函数 y = log 1
2
(x2 − 4x+ 3) 的定义域，并求它的单调递增区间。

B5.（2023·新高考 I 卷）（多选）噪声污染问题越来越受到重视。用声压级来度量声音的强

弱，定义声压级 Lp = 20 lg
p

p0
，其中常数 p0（p0 > 0）是听觉下限阈值，p 是实际声压。下表

为不同声源的声压级：

声源 与声源的距离/m 声压级/dB

燃油汽车 10 60 90
混合动力汽车 10 50 60
电动汽车 10 40

已知在距离燃油汽车、混合动力汽车、电动汽车 10 m处测得实际声压分别为 p1、p2、p3，

则（　）

A. p1 ≥ p2 　 B. p2 > 10p3 　 C. p3 = 100p0 　 D. p1 ≤ 100p2

B6.（2023·新课标 II 卷）若函数 f(x) = (x+ a) ln
2x− 1

2x+ 1
为偶函数，则 a =（　）

A. −1 　 B. 0 　 C. 1

2
　 D. 1

M4. 解方程 log2(x+ 1) + log2 x = 1。有同学解得 x = 1 或 x = −2，两个都写进答案。判断

正误，并给出正确解答。

4.5 函数的应用（二）：零点、二分法与增长模型

考点精要

Q1 什么叫函数的零点？

A 使 f(x) = 0 的实数 x。零点是“数”，不是“点”；它与方程 f(x) = 0 的实根、图象与 x 轴

交点的横坐标是同一件事。

Q2 零点存在性定理是什么？

A y = f(x) 在 [a, b] 上图象连续，且 f(a) · f(b) < 0，则 f(x) 在 (a, b) 内至少有一个零点（只

能保证存在，不保证唯一）。

Q3 二分法求零点有什么前提？每步怎么缩小区间？

A前提是 f(a) ·f(b) < 0；取中点 m，算 f(m)，若 f(a)f(m) < 0零点在 (a,m)，否则在 (m, b)。

每二分一次，误差约减半。
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Q4 半衰期模型的形式？

A y = y0

(
1

2

) t
T

，其中 T 为半衰期，y0 为初始量。

Q5 复利模型的形式？

A A = P (1 + r)n，本金 P、年利率 r、按年复利 n 年后本息和 A。

例题精讲

例题 4.5

（二分法求近似解）用二分法求方程 x3 − 2 = 0 在区间 (1, 2) 内的近似解（精确到 0.25，

做 3 次）。

知识点 (1) 函数的零点与二分法

A17. 用零点存在性定理判断：函数 g(x) = lg x+ x− 3 在区间 (2, 3) 内是否有零点。

A18. 函数 f(x) = 2x − 3 的零点所在的一个区间是（　）

A. (−1, 0) 　 B. (0, 1) 　 C. (1, 2) 　 D. (2, 3)

知识点 (2) 指数对数增长模型

A19. 某种细胞每 30 分钟由 1 个分裂成 2 个，经过 3 小时后，1 个细胞能分裂成多少个？

A20. 某放射性物质按半衰期规律衰减，半衰期为 2 天。初始量为 100 mg，则 6 天后剩余多
少 mg？

C1.（复利与人口增长）某城市常住人口今年为 500 万，若年增长率保持为 1.2%。（1）写出
人口 y（万）与年份 t 的函数关系；（2）已知 lg 2 ≈ 0.3010，lg 1.012 ≈ 0.00518，估计该城市

人口翻一番大约需要多少年。

C2.（半衰期与药物代谢）某药物在人体内的含量按半衰期规律衰减，已知其半衰期为 6 小

时，初始剂量为 400 mg。（1）写出 t 小时后体内含量 y（mg）的函数关系；（2）求 6 小时、

12 小时后体内的含量；（3）大约多少小时后含量降到 50 mg？

本章综合

S1. 已知 loga 2 = m，loga 3 = n（a > 0 且 a 6= 1）。（1）用 m、n 表示 loga 12 与 loga
2

3
；（2）

求 a2m+n 的值。

S2. 已知函数 f(x) = ax（a > 0 且 a 6= 1）与 g(x) = loga x。（1）若 f(x) 在区间 [0, 2] 上的最

大值为 4，求 a；（2）解关于 x 的不等式 g(x) ≤ 2。
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第五章 三角函数

5.1 任意角与弧度制

考点精要

Q1 任意角的正负如何规定？

A 逆时针旋转形成的角为正角，顺时针旋转形成的角为负角；角是旋转量，可以任意大（转
多圈）。

Q2 与角 α 终边相同的角如何表示？

A β = α + 2kπ（k ∈ Z）——同终边不同角，是周期性的源头。

Q3 判断一个角在第几象限的方法？

A 先“取模”：把角写成 α + 2kπ（或 α + k · 360◦）化到 [0, 2π)，再看终边所在象限。

Q4 1 弧度的定义与角度弧度的互化？

A 长度等于半径长的弧所对的圆心角为 1 弧度。180◦ = π；n◦ =
nπ

180
rad，n rad =

180n

π
度。

Q5 弧长与扇形面积公式（弧度制）？

A l = |α|r；S =
1

2
lr =

1

2
|α|r2——弧度制让公式不再带 π

180
。

例题精讲

例题 5.1

（角度弧度互化与弧长扇形）（1）把 135◦ 化成弧度；把
7π

6
rad 化成角度。（2）已知半径

r = 4，圆心角 α =
π

3
，求该圆心角所对的弧长与扇形面积。

知识点 (1) 任意角与弧度制

A1. 把 225◦ 化成弧度；把
11π

6
rad 化成角度。

A2. 时钟的分针长 10 cm，从 12 点走到 12 点 20 分，分针尖端扫过的弧长是多少？

A3. 已知扇形的半径为 2，圆心角为 120◦，求该扇形的弧长与面积。

知识点 (2) 弧长与扇形面积（文化情境）

B1.（2022·全国甲卷·理）沈括的《梦溪笔谈》是中国古代科技史上的杰作，其中收录了计
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算圆弧长度的“会圆术”。如图，ÂB 是以 O 为圆心、OA 为半径的圆弧，C 是弦 AB 的中

点，D 在 ÂB 上，CD ⊥ AB。“会圆术”给出 ÂB 的弧长的近似值 s 的计算公式：s = AB +
CD2

OA
。当 OA = 2，̸ AOB = 60◦ 时，s =（　）【文字化还原：C 为弦 AB 的中点，CD ⊥

AB，且 O、C、D 三点共线（D 在 ÂB 上）】

A. 11− 3
√
3

2
　 B. 11− 4

√
3

2
　 C. 9− 3

√
3

2
　 D. 9− 4

√
3

2

5.2 三角函数的概念与同角关系

考点精要

Q1 任意角三角函数的单位圆定义？

A 角 α 的终边与单位圆交于点 P (x, y)，则 sinα = y、cosα = x、tanα =
y

x
（x 6= 0）。

Q2 终边经过一般点 P (x, y) 时怎么求三角函数值？

A 先算 r =
√

x2 + y2，则 sinα =
y

r
、cosα =

x

r
、tanα =

y

x
。

Q3 三角函数值在各象限的符号规律？

A口诀“一全正、二正弦、三正切、四余弦”——正弦在一二象限正，余弦在一四象限正，正
切在一三象限正。

Q4 同角三角函数的两个基本关系？

A sin2 α + cos2 α = 1；tanα =
sinα

cosα
（α 6= π

2
+ kπ）。

Q5 由 sinα 求 cosα 时最容易漏什么？

A 开方后的符号——必须按角所在象限取正或负；不给定象限时要写 cosα = ± · · ·。

例题精讲

例题 5.2

（终边过点求值与同角关系求值）（1）已知角 α 的终边经过点 P (3,−4)，求 sinα、cosα、

tanα。（2）已知 sinα =
4

5
，且 α 是第二象限角，求 cosα、tanα。

知识点 (1) 任意角三角函数的定义

A4. 已知角 β 的终边经过点 P (−5, 12)，求 sin β、cos β、tan β。

A5. 求值：sin
3π

4
、cos

5π

3
、tan

5π

4
。

知识点 (2) 同角三角函数的基本关系

A6. 已知 tanα = −3

4
，且 α 是第二象限角，求 sinα、cosα。

M1. （1）sin 30 与 sin 30◦ 相等吗？说明理由。（2）已知 sinα =
3

5
，且 α 是第三象限角。有

同学直接写出 cosα =
4

5
，对吗？
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5.3 诱导公式

考点精要

Q1 诱导公式的记忆口诀是什么？

A“奇变偶不变，符号看象限”——π

2
的奇数倍函数名变（sin ↔ cos），偶数倍不变名；符号

把 α 一律“当作锐角”，看原函数在目标象限的符号。

Q2 用诱导公式求任意角三角函数值的步骤？

A 先用公式一去整圈（化到 0 ∼ 2π），再把 π ± α、−α 型化为锐角 α，最后处理
π

2
± α 型

（变名）。

Q3 诱导公式的本质是什么？

A 单位圆上的对称性——−α 关于 x 轴对称、π− α 关于 y 轴对称、π+ α 关于原点对称，函

数值按对称后的坐标变号或不变。

例题精讲

例题 5.3

（用诱导公式求值）求下列各式的值：（1）sin 210◦；（2）cos 120◦；（3）tan
(
−π

3

)
；（4）

sin
7π

6
。

知识点 (1) 诱导公式与求值化简

A7. 求值：sin 300◦、cos

(
−5π

6

)
、tan

4π

3
。

A8. 化简：sin(π − α) · cos(−α)

tan(π + α)
。

A9. 求值：sin(−930◦)。

M2. 求 cos(π + α)，其中 α 是第二象限角。有同学的过程如下：“π = 2× π

2
是偶数倍，不变

名；π+ α 在第三象限，第三象限余弦为负，所以 cos(π+ α) = − cosα 不对，应该是 cos(π+

α) = cosα。”判断这位同学的结论是否正确，并写出正确结果。

5.4 三角函数的图象与性质

考点精要

Q1 五点法作 y = sin x 的图象，五个关键点是什么？

A (0, 0)、
(π
2
, 1
)
、(π, 0)、

(
3π

2
,−1

)
、(2π, 0)。

Q2 周期公式？

A y = sin(ωx)、y = cos(ωx) 的最小正周期 T =
2π

ω
；y = tan(ωx) 的最小正周期 T =

π

ω
。
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Q3 正弦函数的主要性质？

A 值域 [−1, 1]、奇函数、单调递增区间
[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
。

Q4 求 y = sin(ωx+ φ) 的单调区间有什么通用方法？

A 令 t = ωx + φ，先写 sin t 的单调区间（关于 t 的不等式），再反解出 x；若 ω < 0 还要变

不等号方向。

Q5 已知 sin x = a 求角，为什么不能只写一个解？

A 在 [0, 2π] 内 sin x =
1

2
有两个解；在 R 上的通解要写成 θ + 2kπ 两个解集并起来。

例题精讲

例题 5.4

（周期、值域与单调区间）已知函数 y = 2 sin
(
2x− π

3

)
。（1）求最小正周期与值域；（2）

求它在区间 [0, π] 上的单调递增区间。

知识点 (1) 周期、值域与单调性

A10. 求函数 y = sin 3x 与 y = cos
x

3
的最小正周期。

A11. 求函数 y = sin x 在 [−π, π] 上的单调递增区间。

A12. 求函数 y = 1− 2 sin x 的最大值与最小值，并写出取最大值时 x 的取值集合。

A13. 求函数 y = 3 cos 2x 的最大值、最小值与最小正周期。

B2.（2022·新高考 I 卷）记函数 f(x) = sin
(
ωx+

π

4

)
+ b（ω > 0）的最小正周期为 T。若

2π

3
< T < π，且 y = f(x) 的图象关于点

(
3π

2
, 2

)
中心对称，则 f

(π
2

)
=（　）

A. 1 　 B. 3

2
　 C. 5

2
　 D. 3

B3.（2022·全国乙卷·理）记函数 f(x) = cos(ωx + φ)（ω > 0，0 < φ < π）的最小正周期

为 T。若 f(T ) =

√
3

2
，x =

π

9
为 f(x) 的零点，则 ω 的最小值为 。

M3. 下列说法正确的是（　）

A. 函数 y = sin 2x 的最小正周期是 4π

B. 函数 y = tan 2x 的最小正周期是 2π

C. 函数 y = sin
(
2x− π

3

)
的单调递增区间是

[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
D. 函数 y = cos 2x 的最小正周期是 π

知识点 (2) 零点与极值点的个数（新高考趋势）

A14. 求函数 y = sin 2x 在区间 [0, 2π] 上的零点个数。

B4.（2023·新课标 I 卷）已知函数 f(x) = cosωx− 1（ω > 0）在区间 [0, 2π] 有且仅有 3 个

零点，则 ω 的取值范围是 。

B5.（2022·全国甲卷·理）设函数 f(x) = sin
(
ωx+

π

3

)
（ω > 0）在区间 (0, π) 恰有三个极

值点、两个零点，则 ω 的取值范围是（　）
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A.
[
5

3
,
13

6

)
　 B.

[
5

3
,
19

6

)
　 C.

(
13

6
,
8

3

]
　 D.

(
13

6
,
19

6

]
B6.（2024·新课标 II 卷）（多选）对于函数 f(x) = sin 2x 和 g(x) = sin

(
2x− π

4

)
，下列说

法中正确的有（　）

A. f(x) 与 g(x) 有相同的零点

B. f(x) 与 g(x) 有相同的最大值

C. f(x) 与 g(x) 有相同的最小正周期

D. f(x) 与 g(x) 的图象有相同的对称轴

5.5 三角恒等变换

考点精要

Q1 两角和与差公式？

A sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β；cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β。

Q2 二倍角公式？

A sin 2α = 2 sinα cosα；cos 2α = cos2 α− sin2 α = 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1。

Q3 辅助角公式？

A a sin x+ b cos x =
√
a2 + b2 sin(x+ φ)，其中 cosφ =

a√
a2 + b2

、sinφ =
b√

a2 + b2
——幅度

系数
√
a2 + b2 绝不能丢。

Q4 已知 sinα、cos β 求 sin(α + β) 的步骤？

A 先按各自象限求出 cosα、sin β（注意符号），再代入和角公式。

Q5 降幂公式？

A sin2 α =
1− cos 2α

2
；cos2 α =

1 + cos 2α

2
。

例题精讲

例题 5.5

（两角和公式与辅助角公式）（1）求 sin 75◦ 的值。（2）把 y =
√
3 sin x + cos x 化成 y =

A sin(x+ φ) 的形式，并求它的最大值。

知识点 (1) 两角和与差、二倍角公式

A15. 化简：sin 15◦ cos 15◦；计算 cos2 22.5◦ − sin2 22.5◦。

A16. 已知 sinα =
5

13
，且 α 为第一象限角，求 sin 2α、cos 2α。

A17. 化简：cos 2α + 2 sin2 α。

B7.（2023·新课标 I 卷）已知 sin(α− β) =
1

3
，cosα sin β =

1

6
，则 cos(2α + 2β) =（　）
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A. 7

9
　 B. 1

9
　 C. −1

9
　 D. −7

9
知识点 (2) 辅助角公式

A18. 把 y = sin x+ cos x 化成 y = A sin(x+ φ) 的形式，并求它的最大值与最小值。

M4. 下列说法正确的是（　）

A. sin x+ cos x 的最大值为 2

B. 函数 y = 3 sin x+ 4 cos x 的最大值为 7

C. sin 2α = 2 sinα

D. cos 2α = 1− 2 sin2 α

5.6 函数 y = A sin(ωx + φ)

考点精要

Q1 参数 A、ω、φ 各表示什么？

A A 是振幅（纵向伸缩）；ω 决定周期 T =
2π

ω
（横向压缩）；φ 是初相；+b 是上下平移（中

线 y = b）。

Q2 由图象求解析式时 A、b、ω 怎么定？

A A =
最大值−最小值

2
，b =

最大值+最小值
2

，ω 由周期 T 反解，φ 代入一个已知点求出。

Q3 图象变换“左加右减”作用在谁身上？

A 作用在 x 上——y = sin(2x + φ) 相对 y = sin 2x 的平移量是
φ

2
（φ 要除以 ω）；先平移后

伸缩与先伸缩后平移，平移量不同。

例题精讲

例题 5.6

（读参数与图象变换）已知函数 y = 3 sin
(
2x+

π

3

)
。（1）求振幅、最小正周期、初相；（2）

说明从 y = sin x 的图象出发，经过怎样的变换可以得到它的图象（写出一种路径）。

知识点 (1) 参数 A、ω、φ的意义

A19. 求函数 y = 4 sin

(
1

2
x+

π

3

)
的振幅、最小正周期与初相。

知识点 (2) 图象变换

A20. 将函数 y = sin x的图象向左平移
π

4
个单位长度，再把所得图象上各点的横坐标缩短为

原来的
1

2
（纵坐标不变），求所得图象对应的函数解析式。
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5.7 三角函数的应用

考点精要

Q1 用三角函数模型 y = A sin(ωx+ φ) + b 建模的四个步骤？

A 读数据（最大值 M、最小值 m、周期 T）→ 定参数（A =
M −m

2
、b =

M +m

2
、ω =

2π

T
）

→ 代已知点定 φ → 写模型并标注实际定义域。

Q2 从最低点出发的摩天轮高度模型常见形式？

A h(t) = b−A cos(ωt)——最低点高度是 b−A，最高点是 b+A；余弦形式比“sin(ωt− π
2
)”

更直接。

例题精讲

例题 5.7

（摩天轮模型）某摩天轮的直径为 90 米，轮心离地面 50 米，轿厢从最低点出发，每 10

分钟转一圈。设时间为 t（分钟），轿厢离地高度为 h(t)。（1）求 h(t) 的函数解析式；（2）
求轿厢离地高度的最大值与最小值。

知识点 (1) 三角函数模型的实际应用

A21. 某弹簧振子做简谐运动，位移 x（厘米）与时间 t（秒）的关系为 x = 8 sin
π

4
t。求振幅、

最小正周期与 t = 2 秒时的位移。

C1.（摩天轮进港式建模）某摩天轮半径为 30 米，轮心离地面 35 米，轿厢从最低点出发，每

8 分钟转一圈。（1）写出轿厢离地高度 h(t)（米）关于时间 t（分钟）的函数解析式；（2）求
t = 2 分钟时轿厢离地的高度；（3）轿厢第一次到达离地 50 米时，经过了多长时间。

C2.（弹簧振子与简谐运动）某弹簧振子做简谐运动，位移 x（厘米）与时间 t（秒）的关系

为 x = 6 sin
(π
3
t+

π

6

)
。（1）求振幅、周期与频率；（2）求 t = 0 与 t = 1 秒时的位移。

本章综合

S1. 已知函数 f(x) = sin x + cos x。（1）把 f(x) 化成 A sin(x + φ) 的形式，并求振幅与最小

正周期；（2）求 f(x) 在区间
[
0,

π

2

]
上的最大值与最小值。

S2. 已知函数 f(x) = 2 sin
(
ωx+

π

6

)
（ω > 0）的图象相邻两条对称轴之间的距离为

π

2
。（1）

求 ω 的值；（2）求 f(x) 在区间 [0, π] 上的单调递增区间。
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第六章 数列

6.1 数列的概念、递推公式与前 n 项和

考点精要

Q1 什么是数列？它和集合有什么区别？

A 按确定顺序排成的一列数叫数列，顺序是它的命——(1, 3, 5) 与 (3, 1, 5) 是两个不同数列，

但 {1, 3, 5} 与 {3, 1, 5} 是同一个集合。数列还允许重复项。

Q2 什么是通项公式？什么是递推公式？

A 通项公式 an = f(n) 用“第几项”直接算出“这一项是多少”；递推公式用“初始项 + 前
项到后项的规则”（如 a1 = 1，an+1 = 2an + 1）逐项生长。斐波那契数列只有递推公式，一

样能长出整列数。

Q3 数列可以看作函数吗？

A 可以。{an} 是定义域为正整数集的函数，an = f(n)，图象是一串孤立的点。

Q4 由前 n 项和 Sn 求通项 an，最关键的步骤是什么？

A分段：an =

S1, n = 1

Sn − Sn−1, n ≥ 2
。n = 1 必须单独验证——因为 S0 没有定义，直接套 Sn−

Sn−1 是错的。验证后若 n = 1 也满足公式，才能合并成一段。

Q5 由前几项写通项公式，一般先观察什么？

A 先看相邻两项之差是否恒定（等差）、相邻两项之比是否恒定（等比），再看项与序号 n 的

关系（n、2n− 1、n2、
1

n
、(−1)n 是常见模板），写出来再用前几项代回去验证。

例题精讲

例题 6.1

（由前几项写通项公式）写出下列数列的一个通项公式：（1）1, 4, 9, 16, 25；（2）1, 3, 5, 7, 9；（3）
1,−1

2
,
1

3
,−1

4
。

例题 6.2

（由 Sn 求 an）已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn = n2 + 3n，求 an。
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例题 6.3

（递推公式写前几项并猜通项）已知 a1 = 1，an+1 = 2an + 1（n ≥ 1）。写出前 4 项，并
猜测通项公式。

知识点 (1) 数列的概念与通项公式

A1. 数列 2, 5, 10, 17, 26, . . . 的一个通项公式是（　）

A. an = n2 + 1 　 B. an = 2n+ 1 　 C. an = n2 + n 　 D. an = n2

A2. 已知 an = 3n− 1，则 a1 + a2 + a10 等于（　）

A. 32 　 B. 34 　 C. 36 　 D. 38

A3. 数列 1, 3, 6, 10, 15, . . . 的一个通项公式是（　）

A. an =
n(n+ 1)

2
　 B. an = n2 　 C. an = 2n− 1 　 D. an =

n(n− 1)

2
A4. 数列 1,−1, 1,−1, . . . 的一个通项公式是（　）

A. an = (−1)n−1 　 B. an = (−1)n 　 C. an = (−1)n+2 　 D. an = (−1)n−2

知识点 (2) 由前 n 项和求通项

A5. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn = 2n2 + n，则 an 等于（　）

A. 4n− 1 　 B. 4n+ 1 　 C. 4n− 3 　 D. 2n+ 1

M1. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn = n2 + n+ 2。小明这样求通项：

an = Sn − Sn−1 = (n2 + n+ 2)− [(n− 1)2 + (n− 1) + 2] = 2n

于是直接写“an = 2n”。他的做法错在哪里？请写出正确的 an。

知识点 (3) 递推公式与情境应用

B1.（2022·全国乙卷理·T4）嫦娥二号卫星在完成探月任务后，继续进行深空探测，成为我
国第一颗环绕太阳飞行的人造行星。为研究嫦娥二号绕日周期与地球绕日周期的比值，用到

数列 {bn}：
b1 = 1 +

1

a1
, b2 = 1 +

1

a1 +
1
a2

, b3 = 1 +
1

a1 +
1

a2+
1
a3

, . . .

依此类推，其中 ak ∈ N∗（k = 1, 2, . . .）。则（　）

A. b1 < b5 　 B. b3 < b8 　 C. b6 < b2 　 D. b4 < b7

C1. 斐波那契数列 F1 = F2 = 1，且 Fn = Fn−1+Fn−2（n ≥ 3）。（1）写出 F3, F4, F5, F6, F7；（2）
计算 F1 + F2 + F3、F1 + F2 + F3 + F4，与 F5 − 1、F6 − 1 比较，你能提出什么猜想？（3）用
数学归纳法证明你提出的猜想。

6.2 等差数列

考点精要
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Q1 等差数列的定义和通项公式是什么？

A 从第 2 项起每项与前一项的差为同一常数 d（公差），即 an − an−1 = d。通项 an = a1 +

(n− 1)d——从首项走到第 n 项要跨 n− 1 步，所以是 (n− 1)d 而不是 nd。

Q2 什么是等差中项？有什么用？

A 若 a,A, b 成等差，则 A =
a+ b

2
。反过来 A =

a+ b

2
也推出成等差。“设三个数成等差”常

用对称设元 a− d, a, a+ d，和已知时先解中间项，能大幅简化运算。

Q3 前 n 项和公式有哪两种形式？

A Sn =
n(a1 + an)

2
（已知首末项，倒序相加推导）与 Sn = na1 +

n(n− 1)

2
d（已知首项公差）。

Q4 公差为负时，前 n 项和 Sn 什么时候最大？

A Sn 是开口向下的二次函数，最大值在“最后一个非负项”处取到——解 an ≥ 0 找到最后

一个非负项的下标 n，Sn 就在那最大。注意不是“第一个负项”处。

例题精讲

例题 6.4

（等差数列通项）在等差数列 {an} 中，a3 = 9，a7 = 21，求通项公式 an 与 a20。

例题 6.5

（等差数列前 n 项和）求 1 + 3 + 5 + · · ·+ 99 的值。

知识点 (1) 通项公式与基本量

A6. 在等差数列 {an} 中，a4 = 14，a9 = 34，则公差 d 与 a15 分别为（　）

A. d = 4，a15 = 58 　 B. d = 4，a15 = 54 　 C. d = 3，a15 = 55 　 D. d = 5，a15 = 59

A7. 求 5 + 10 + 15 + · · ·+ 200 的值，结果为（　）

A. 4000 　 B. 4050 　 C. 4100 　 D. 4150

A8. 在等差数列 {an} 中，a1 + a6 = 12，a3 + a8 = 20，则公差 d 等于（　）

A. 1 　 B. 2 　 C. 3 　 D. 4

A9. 在等差数列 {an} 中，a2 = 5，a6 = 21，则 a4 等于（　）

A. 10 　 B. 13 　 C. 16 　 D. 26

知识点 (2) 等差中项与下标和性质

A10. 在等差数列 {an} 中，a3 + a7 = 10，则 a5 等于（　）

A. 3 　 B. 4 　 C. 5 　 D. 6

M2. 三个数成等差数列，它们的和为 15，平方和为 83。求这三个数。小刚硬设三个数为 a, b, c，

列了三个方程却绕不出来。请用对称设元法（设 a− d, a, a + d）求解，并说明对称设元的好

处。
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知识点 (3) 前 n 项和与充要条件

A11. 在等差数列 {an} 中，a1 = 20，d = −3，则 Sn 取最大值时 n 等于（　）

A. 6 　 B. 7 　 C. 8 　 D. 9

B2.（2023·新课标 I卷）设 Sn 为数列 {an}的前 n项和，设甲：{an}为等差数列；乙：
{
Sn

n

}
为等差数列。则（　）

A. 甲是乙的充分条件但不是必要条件
B. 甲是乙的必要条件但不是充分条件
C. 甲是乙的充要条件
D. 甲既不是乙的充分条件也不是乙的必要条件

B3.（2024·新课标 II 卷）记 Sn 为等差数列 {an} 的前 n 项和。若 a3 + a4 = 7，3a2 + a5 =

5，则 S10 = 。

M3. 已知等差数列 {an}中，an = 29−3n。（1）判断“最后一个不小于 0的项”是哪一项；（2）
求前 n 项和 Sn 的最大值。小红认为“Sn 最大应该在第一个负数项那里”，对吗？

6.3 等比数列与求和工具

考点精要

Q1 等比数列的定义和通项公式是什么？

A 从第 2 项起每项与前一项的比为同一非零常数 q（公比）。通项 an = a1q
n−1——从首项到

第 n 项乘了 n− 1 次 q。用“代 n = 1 应得首项”自检次数：an = a1q
n 是错的。

Q2 什么是等比中项？注意什么？

A a,G, b 成等比 ⇔ G2 = ab（需 ab > 0），此时 G = ±
√
ab 有两解。等差数列先入为主会让

你忘了 ±；若 ab < 0，三个数不可能成等比（等比数列各项同号）。

Q3 等比数列前 n 项和公式要注意什么？

A 必须分 q = 1 与 q 6= 1 两种情形：Sn =


na1, q = 1

a1(1− qn)

1− q
, q 6= 1

。q = 1 时分母为零，直接套

公式是错的。

Q4 裂项相消最容易漏什么？

A 漏配系数。 1

n(n+ k)
=

1

k

(
1

n
− 1

n+ k

)
——先验算

1

n
− 1

n+ k
=

k

n(n+ k)
，再补上

1

k
。

Q5 错位相减的操作要点是什么？

A 适用于“等差 × 等比”型：写出 Sn，乘公比 q 写 qSn 并错位对齐，相减后中间全部抵消，
首项与末项各剩一个，化为等比求和。写完后用 n = 1 或 n = 2 代入验证。

例题精讲
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例题 6.6

（等比数列通项）在等比数列 {an} 中，a2 = 6，a5 = 48，求通项公式 an。

例题 6.7

（等比数列前 n 项和，注意 q = 1）求 1 + 2 + 4 + · · ·+ 210 的值。

例题 6.8

（错位相减求和）求 Sn = 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + · · ·+ n · 2n。

知识点 (1) 等比数列的通项与等比中项

A12. 在等比数列 {an} 中，a3 = 12，a5 = 48，则公比 q 等于（　）

A. 2 　 B. −2 　 C. ±2 　 D. ±
√
2

A13. 求 2 与 18 的等比中项，结果为（　）

A. 6 　 B. −6 　 C. ±6 　 D. ±3

A14. 在等比数列 {an} 中，a1 = 3，q = 2，则 a6 等于（　）

A. 48 　 B. 96 　 C. 32 　 D. 64

M4. 在等比数列 {an} 中，a2 = 4，a4 = 16。（1）求 a3。小明算出 a23 = a2a4 = 64，直接写

a3 = 8，对吗？（2）若条件改为 a2 = 4，a4 = −8，这样的等比数列存在吗？为什么？

知识点 (2) 等比数列的前 n 项和

A15. 求 3 + 6 + 12 + · · ·+ 96 的值，结果为（　）

A. 180 　 B. 186 　 C. 189 　 D. 192

A16. 在等比数列 {an} 中，a1 = 1，q = 3，则 S4 等于（　）

A. 40 　 B. 81 　 C. 120 　 D. 121

A17. 求 2 + 4 + 8 + · · ·+ 2n 的和为（　）

A. 2n+1 − 2 　 B. 2n − 1 　 C. 2n+1 　 D. 2n − 2

M5. 已知等比数列 {an} 中，a1 = 2，q = 1，求 S6。有同学直接套公式 Sn =
a1(1− qn)

1− q
，发

现分母为 0 算不下去。问题出在哪里？q = 1 时前 n 项和应该怎么写？

B4.（2022·全国乙卷理·T8）已知等比数列 {an} 的前 3 项和为 168，a2 − a5 = 42，则 a6 =

（　）

A. 14 　 B. 12 　 C. 6 　 D. 3

B5.（2023·新课标 II 卷）记 Sn 为等比数列 {an} 的前 n 项和，若 S4 = −5，S6 = 21S2，则

S8 =（　）

A. 120 　 B. 85 　 C. −85 　 D. −120

知识点 (3) 裂项相消与错位相减
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A18. 数列
{

1

n(n+ 1)

}
的前 n 项和为（　）

A. n

n+ 1
　 B. 1

n+ 1
　 C. n

2n+ 1
　 D. n− 1

n

M6. 求数列
{

1

n(n+ 2)

}
的前 n 项和 Sn。（1）先验证恒等式 1

n
− 1

n+ 2
=

2

n(n+ 2)
；（2）写

出
1

n(n+ 2)
的裂项形式（注意配系数），再求 Sn，并用 n = 1 代入验证。

M7. 求 Sn = 1 ·2+2 ·22+3 ·23+ · · ·+n ·2n。（1）写出 2Sn 的表达式，并与 Sn 错位对齐；（2）
两式相减，指出“哪些项抵消、首项和末项各剩几个”；（3）求出 Sn，并用 n = 2 代入验证。

B6.（2023·全国甲卷·理）已知数列 {an} 中，a2 = 1，设 Sn 为 {an} 的前 n 项和，2Sn =

nan。（1）求 {an} 的通项公式；（2）求数列
{an+1

2n

}
的前 n 项和 Tn。

C2. 张先生计划每年年初存入银行 10000 元（共存 5 年），年利率 3%，按复利计息。问第 5
年年底时，他账户里的本息和约为多少元？（提示：第 k 年年初存入的钱，到第 5 年年底经历
(5− k + 1) 次计息，把 5 笔钱的终值用等比数列求和。结果保留整数。）

6.4 数学归纳法

考点精要

Q1 数学归纳法证明“与正整数 n 有关的命题”要做哪两件事？

A (1) 奠基：验证起点 n = n0 时命题成立；(2) 递推：假设 n = k（k ≥ n0）时成立，证明

n = k + 1 时也成立。两步缺一不可——只有奠基只能验证一个特殊值，只有递推则“第一块

骨牌”根本没倒。

Q2 奠基的起点一定是 n = 1 吗？

A 不一定。要看命题从几开始有意义。如 1

1 · 2
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
= 1− 1

n
必须从 n = 2 奠基，

因为 n = 1 时 n− 1 = 0 无意义。

Q3 递推步最容易犯什么错？

A 跳步：假设 n = k 成立后，“另起炉灶”直接证 n = k + 1，没用上归纳假设。递推步必须

从假设出发（把 k 的结果代入 k + 1 的形式），这样归纳假设才真正被用上。

Q4 用归纳法证明递推数列的通项时，ak+1 怎么得到？

A 必须由递推关系 ak+1 = f(ak) 结合归纳假设 ak = · · · 代进去算出来，而不是直接代通项公
式。

例题精讲

例题 6.9

（归纳法证明求和公式）用数学归纳法证明：1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2（n ∈ N∗）。
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例题 6.10

（归纳法证明整除性）用数学归纳法证明：n3 + 5n 能被 6 整除（n ∈ N∗）。

知识点 (1) 数学归纳法的原理与基本应用

A19. 用数学归纳法证明：1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n− 2) =
n(3n− 1)

2
（n ∈ N∗）。

A20. 用数学归纳法证明：n3 − n 能被 3 整除（n ∈ N∗）。

知识点 (2) 数学归纳法与不等式

M8. 用数学归纳法证明：1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
< 2− 1

n
（n ≥ 2）。小丽在递推步直接写“由

归纳假设，n = k + 1 时显然成立”，结果被判错。请完成正确的证明，并指出小丽错在哪里。

本章综合

S1. 已知等比数列 {an} 的首项 a1 = 2，公比 q > 0，且 a3 + a5 = 40。（1）求 {an} 的通项公
式；（2）设 bn = log2 an，证明 {bn} 是等差数列，并求 {bn} 的前 10 项和。

S2. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn 满足 Sn = 2an − 1。（1）求 {an} 的通项公式（注意 n = 1

的验证）；（2）求数列 {nan} 的前 n 项和 Tn。

S3. 已知数列 {an} 满足 a1 = 2，an+1 = 2an + 1（n ∈ N∗）。（1）求 a2, a3, a4；（2）猜测通项
公式，并用数学归纳法证明；（3）另法：说明 an+1 + 1 = 2(an + 1)，由此直接写出通项公式。
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第七章 一元函数的导数及其应用

7.1 导数的概念及其几何意义

考点精要

Q1 什么是函数在区间上的平均变化率？

A 自变量从 x1 变到 x2 时，
∆y

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

。几何上是割线 P1P2 的斜率，物理上是平

均速度——它只在乎起点和终点，不在乎中间怎么走。

Q2 什么是瞬时变化率？它和平均变化率是什么关系？

A 当 h 无限趋近于 0 时，平均变化率 f(x0 + h)− f(x0)

h
所趋近的确定值，就是 x = x0 处的

瞬时变化率（位移函数时即瞬时速度）。瞬时 = 平均的极限，二者一般不相等。

Q3 导数的定义是什么？求导极限式怎么算？

A f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
。计算时先化简分式（因式分解/有理化消去分子里的 h），

保留 lim 直到最后一步，再代 h = 0。h 趋于 0 但不等于 0，所以“先消后代”。

Q4 导数的几何意义是什么？切线方程怎么写？

A f ′(x0) 是曲线 y = f(x) 在点 (x0, f(x0)) 处切线的斜率，切线方程为 y− f(x0) = f ′(x0)(x−
x0)。

Q5 切线题里“过点”和“在点”有什么区别？

A“在点 (x0, f(x0)) 处”——该点就是切点，直接求 f ′(x0)；“过点 P (a, b)”——P 可能在也

可能不在曲线上，若不在，必须设切点 (t, f(t))，由“斜率 = 导数值”且“切点、P 都在切

线上”列方程解 t，可能有多条切线。

例题精讲

例题 7.1

（平均变化率与瞬时变化率）物体位移 s(t) = 2t2（单位：m，t 单位：s）。（1）求 t 从 2
到 3 的平均速度；（2）用定义求 t = 2 时的瞬时速度。

例题 7.2

（求切线方程）求曲线 y = x2 在点 (2, 4) 处的切线方程。
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知识点 (1) 平均变化率与瞬时变化率

A1. 函数 f(x) = 3x2 在 x 从 1 变到 3 时的平均变化率是（　）

A. 6 　 B. 10 　 C. 12 　 D. 14

A2. 物体位移 s(t) = t2 + 2t（单位：m），则 t = 3 s 时的瞬时速度为（　）

A. 6 m/s 　 B. 8 m/s 　 C. 10 m/s 　 D. 11 m/s

A3. 函数 f(x) = x2 在 x 从 1 变到 2 时的平均变化率是（　）

A. 2 　 B. 3 　 C. 4 　 D. 5

M1. 物体沿直线运动，位移 s(t) = t3（单位：m）。（1）求 t 从 1 到 3 的平均速度；（2）用定
义求 t = 2 时的瞬时速度；（3）小明说“既然 (1)(2) 都在算速度，答案应该一样”。通过你的
计算说明这个想法错在哪里。

C1. 高铁列车出站后沿直线运动，位移 s(t) = 2t2 +6t（单位：m，t 单位：s，t ≥ 0）。（1）求
t 从 2 到 4 的平均速度；（2）求 t = 3 s 时的瞬时速度；（3）加速度是速度对时间的导数（即
s′′(t)）。求该列车加速度的表达式，并判断它是否恒定。

知识点 (2) 导数的几何意义与切线

A4. 曲线 y = x2 在点 (2, 4) 处的切线方程为（　）

A. y = 4x− 4 　 B. y = 2x 　 C. y = 4x 　 D. y = 2x+ 2

M2. 过点 P (2, 0) 作曲线 y = x3 的切线，求切线方程。小华把 P 直接当切点：f ′(2) = 12，

于是切线为 y = 12(x− 2)。他错在哪里？请正确求解。

B1.（2025·新课标 I 卷）若直线 y = 2x 是曲线 y = ex + a 的切线，则 a = 。

B2.（2024·全国甲卷）设函数 f(x) = ex + 2 sin x，则曲线 y = f(x) 在点 (0, 1) 处的切线与

两坐标轴所围成的三角形的面积为（　）

A. 1

6
　 B. 1

3
　 C. 1

2
　 D. 2

3

7.2 导数的运算

考点精要

Q1 基本初等函数的导数公式有哪些必须背熟？

A 常数：(c)′ = 0；幂函数：(xα)′ = αxα−1；sin x → cos x，cos x → − sin x；ex 导数还是 ex；

ln x 导数是
1

x
。

Q2 四则运算法则容易错在哪？

A积的导数不是导数的积！(uv)′ = u′v+uv′（“左导右不导 +左不导右导”）。商的导数
(u
v

)′
=

u′v − uv′

v2
，分子的“减号”和顺序别记反。

Q3 复合函数链式法则怎么用？
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A 先拆（识别内层 g(x) 与外层 f），再算 f ′(g(x)) · g′(x)——外层求导、内层不动、再乘内层
导数。每次求完问自己一句“内层要不要再乘一层”。

例题精讲

例题 7.3

（求导运算）求下列函数的导数：（1）f(x) = x3 − 2x + 5；（2）f(x) = x2ex；（3）y =

(2x+ 1)3。

知识点 (1) 导数的四则运算法则

A5. 函数 y = x4 + 3x2 − 2x+ 5 的导数为（　）

A. 4x3 + 6x− 2 　 B. 4x3 + 3x− 2 　 C. 4x3 + 6x2 − 2 　 D. x4 + 6x− 2

A6. 函数 f(x) = x ln x 的导数为（　）

A. 1 　 B. ln x 　 C. ln x+ 1 　 D. x ln x+ 1

A7. 函数 f(x) =
x

x+ 1
的导数为（　）

A. 1

(x+ 1)2
　 B. 2

(x+ 1)2
　 C. x

(x+ 1)2
　 D. 1

x+ 1

A8. 函数 f(x) = x2 cos x 的导数为（　）

A. 2x cos x 　 B. 2x cos x− x2 sin x 　 C. x2 sin x− 2x cos x 　 D. 2x cos x+ x2 sin x

知识点 (2) 复合函数的导数

A9. 函数 y = (3x+ 1)5 的导数为（　）

A. 5(3x+ 1)4 　 B. 15(3x+ 1)4 　 C. 3(3x+ 1)4 　 D. 15(3x+ 1)5

A10. 函数 y = e2x+1 的导数为（　）

A. e2x+1 　 B. 2e2x+1 　 C. 2xe2x 　 D. e2x

M3. 下列求导运算正确的是（　）

A. (x2ex)′ = 2xex

B. ((2x+ 1)3)′ = 3(2x+ 1)2

C. (sin 2x)′ = cos 2x

D. ( ln(2x+ 1))′ =
2

2x+ 1

7.3 函数的单调性与极值

考点精要

Q1 导数符号与单调性有什么关系？

A 在区间内 f ′(x) > 0 则 f(x) 单调递增，f ′(x) < 0 则单调递减。求单调区间流程：写定义域

→ 求 f ′(x) → 解 f ′(x) > 0 与 f ′(x) < 0 → 写区间（注意端点归属与定义域，不写并集）。
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Q2 f ′(x) ≥ 0（个别点为 0）算单调递增吗？

A 算。如 y = x3 在 x = 0 处 f ′(0) = 0，但整个 R 上单调递增。f ′(x) ≥ 0 且只在孤立点取等，

仍是递增。

Q3 什么是极值？怎么用导数判断？

A极值是“局部”概念——x0 附近所有 x都有 f(x) < f(x0)（极大）或 f(x) > f(x0)（极小）。

用导数判断：f ′(x0) = 0（驻点），再看左右符号是否变号——左正右负是极大值点，左负右
正是极小值点。

Q4 f ′(x0) = 0 处一定取极值吗？

A 不一定。f ′(x0) = 0 只是必要条件，变号才是充分条件。y = x3 在 x = 0 处 f ′(0) = 0 但左

右同号，无极值。

Q5 含参讨论单调性要注意什么？

A 先写定义域（对数、分式、根号函数决定讨论骨架），再按参数分情形解 f ′(x) 的正负。讨

论出的区间必须落在定义域内。

Q6 什么是“隐零点”？含隐零点的题怎么处理？

A 当 f ′(x) = 0 是超越方程（含 ex、ln x、ax 等）时，零点解不出来，就叫“隐零点”。处理套

路：先证零点存在且唯一（利用单调性 + 端点值异号），再把它设出来（设 x0），只利用“x0

满足 f ′(x0) = 0”这一关系进行代换，不求其具体值。极值点个数、参数范围类压轴题经常考

它。

例题精讲

例题 7.4

（用导数求单调区间）求函数 f(x) = x3 − 3x 的单调区间。

例题 7.5

（用导数求极值）求函数 f(x) = x3 − 3x 的极值。

知识点 (1) 导数与函数的单调性

A11. 函数 f(x) = x3 − 6x 的单调递增区间是（　）

A. (−∞,−
√
2) 和 (

√
2,+∞) 　 B. (−

√
2,
√
2)

C. (−∞,
√
2) 　 D. R

A12. 函数 f(x) = x2 − 2 ln x 的单调递减区间是（　）

A. (0, 1) 　 B. (0,+∞) 　 C. (1,+∞) 　 D. (−1, 1)

A13. 证明：当 x > 0 时，ln x ≤ x− 1。

A14. 函数 f(x) = ex − ax 在 R 上单调递增，则 a 的取值范围是（　）

A. (−∞, 0] 　 B. (−∞, 0) 　 C. (−∞, 1] 　 D. (−∞, e]
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B3.（2023·新课标 II 卷）已知函数 f(x) = aex − ln x 在区间 (1, 2) 上单调递增，则 a 的最

小值为（　）

A. e2 　 B. e 　 C. e−1 　 D. e−2

知识点 (2) 函数的极值

A15. 函数 f(x) = x3 − 3x2 的极大值为（　）

A. 4 　 B. 0 　 C. −4 　 D. 2

A16. 函数 f(x) = x3 − 3x2 在 x = 2 处取得（　）

A. 极大值　 B. 极小值　 C. 无极值　 D. 无法判断

M4. 判断函数 f(x) = x3 − 3x2 + 3x 在 x = 1 处是否取得极值。小刚算得 f ′(1) = 0，立刻下

结论“x = 1 是极值点”。对吗？请用变号表说明理由。

B4.（2025·新课标 II 卷）若 x = 2 是函数 f(x) = (x − 1)(x − 2)(x − a) 的极值点，则

f(0) = 。

知识点 (3) 含参讨论与隐零点

M5. 设 a 为常数，讨论函数 f(x) = ln x− ax 的单调区间。（提示：先写定义域，再按 a ≤ 0

与 a > 0 分类讨论 f ′(x) =
1

x
− a 的正负。）

B5.（2022·全国乙卷理·T16）已知 x = x1 和 x = x2 分别是函数 f(x) = 2ax − ex2（a > 0

且 a 6= 1）的极小值点和极大值点。若 x1 < x2，则 a 的取值范围是 。

B6.（2022·全国甲卷理·T6）当 x = 1时，函数 f(x) = a ln x+
b

x
取得最大值 −2，则 f ′(2) =

（　）

A. −1 　 B. −1

2
　 C. 1

2
　 D. 1

7.4 函数的最大（小）值与导数

考点精要

Q1 极值和最值有什么区别？

A 极值是“身边最强”（局部），最值是“全场最强”（全局）。闭区间上的最大值/最小值 =

max/min{f(a), f(b), 区间内各驻点值}——端点必查。

Q2 求闭区间 [a, b] 上最值的标准三步是什么？

A (1) 求 f ′(x)，解 f ′(x) = 0 得区间内驻点；(2) 计算驻点与端点 a、b 处的函数值；(3) 比较
得最大最小。“端点加驻点，比较定最值”。

Q3 最优化建模的四步流程？

A 审题定目标函数 → 写出定义域（现实约束！） → 求导找驻点 + 比端点 → 检验答案是否
符合实际。定义域（如边长 > 0、售价不低进价）是模型成立的前提，忘了它整个求解都是空
谈。
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例题精讲

例题 7.6

（闭区间上的最值）求函数 f(x) = x3 − 3x 在区间 [−2, 2] 上的最大值与最小值。

例题 7.7

（最优化应用）某商品进价为 30 元/件，市场调查发现售价定为 p 元时日销量为 100− p

件。要使日利润最大，售价应定为多少元？最大日利润是多少？

知识点 (1) 闭区间上的最值

A17. 函数 f(x) = x3 − 3x2 + 2 在区间 [0, 3] 上的最大值与最小值分别为（　）

A. 最大值 2，最小值 −2 　 B. 最大值 2，最小值 0

C. 最大值 0，最小值 −2 　 D. 最大值 2，最小值 −4

A18. 函数 f(x) = x3 − 3x 在区间 [0, 2] 上的最小值为（　）

A. −2 　 B. 0 　 C. 2 　 D. −3

M6. 求函数 f(x) = x3− 3x在区间 [2, 4]上的最大值与最小值。小刚求出驻点 x = ±1后，直

接代入 f(1) = −2 当最小值。他错在哪里？

M7. 求函数 f(x) = x3 − 3x2 + 2 在区间 [1, 4] 上的最大值与最小值。小丽算出驻点 f(2) =

−2 就宣布“最大值 −2、最小值 −2”。她漏了什么？请完整求解。

知识点 (2) 最优化建模

A19. 要做一个容积为 27π m3 的无盖圆柱形水箱（一个底面 + 一个侧面），问底面半径 r 为

多少时用料最省？最少用料是多少？

A20. 用总长 36 m 的篱笆围成一个矩形菜园（四边都围），菜园面积的最大值为（　）

A. 72 m2 　 B. 81 m2 　 C. 100 m2 　 D. 144 m2

M8. 用一张边长为 24 cm 的正方形铁皮，四角各剪去一个边长为 x cm 的小正方形，折成一
个无盖的长方体盒子。（1）写出盒子容积 V (x) 的表达式，并先写出 x 的定义域；（2）求 x

为何值时容积最大，最大容积是多少。小明直接对 V (x) 求导令其为零，却忘了定义域，还把

不在定义域内的 x 也拿来当候选。请按正确流程求解。

C2. 某商品进价为 50 元/件，市场调查发现：售价定为 p 元/件时，日销量为 q = 200 − 2p

件。（1）写出日利润 L(p) 的函数表达式及其定义域；（2）售价定为多少元时日利润最大？最
大日利润是多少元？

本章综合

S1. 设 a > 0，函数 f(x) =
1

3
x3 − ax。（1）求 f(x) 的单调区间；（2）求 f(x) 的极大值与极

小值，并求极大值与极小值的差。

S2. 某农场用总长 120 m的篱笆围成一个矩形菜园，其中一边靠墙（墙足够长，不围篱笆）。（1）
设垂直于墙的边长为 x m，写出菜园面积 S(x) 与定义域；（2）x 取何值时面积最大？最大面
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积是多少？

S3. 已知函数 f(x) = x2ex。（1）求 f ′(x)；（2）求 f(x) 的单调区间与极值；（3）求 f(x) 在区

间 [−2, 1] 上的最大值与最小值。
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第八章 卷末综合检测

一、单选题

Z1. 已知集合 A = {x | x2 − 3x < 0}，B = {x | 2x > 2}，则 A ∩ B =（　）

A. (0, 3) 　 B. (1, 3) 　 C. (1,+∞) 　 D. (0, 1)

Z2. 已知 a = log2 3，b = 20.3，c = log3 2，则（　）

A. a < b < c 　 B. b < c < a 　 C. c < b < a 　 D. c < a < b

Z3. 已知等比数列 {an} 中，a2 = 2，a5 = 16，则 S6 =（　）

A. 63 　 B. 31 　 C. 127 　 D. 64

Z4. 若 sin θ =
3

5
，且 θ ∈

(π
2
, π

)
，则 tan θ =（　）

A. 3

4
　 B. −3

4
　 C. 4

3
　 D. −4

3

二、多选题

Z5. 已知函数 f(x) = x3 − 3x，下列说法正确的是（　）

A. f(x) 在 (−1, 1) 上单调递减

B. x = −1 是 f(x) 的极大值点

C. f(x) 在 [−2, 2] 上的最大值为 2

D. 方程 f(x) = 2 有 3 个不同的实数根

Z6. 设 Sn 为等差数列 {an} 的前 n 项和，已知 a1 = 20，d = −3，下列说法正确的是（　）

A. a7 = 2

B. S7 = 98

C. 当 Sn 最大时，n = 7

D. 前 n 项和 Sn 的最大值为 77

三、填空题

Z7. 函数 f(x) = log2(x
2 − 2x+ 3) 的值域是 。

Z8. 曲线 y = x3 − x 在点 (1, 0) 处的切线方程为 。
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Z9. 数列 {an} 满足 a1 = 1，an+1 = 2an + 3（n ∈ N∗），则 a5 = 。

四、解答题

Z10. 已知函数 f(x) =
2x+ 1

x+ 1
。（1）求 f(x) 的定义域与值域；（2）用定义证明 f(x) 在

(−1,+∞) 上单调递增；（3）解不等式 f(2x) < f(x+ 1)（其中 2x > −1 且 x+ 1 > −1）。

Z11. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn = n2 + n，数列 {bn} 满足 bn =
1

anan+1

。（1）求 {an} 的

通项公式；（2）求 {bn} 的前 n 项和 Tn。

Z12. 已知函数 f(x) = x3 − 3x2 + 1。（1）求 f(x) 的单调区间与极值；（2）求 f(x) 在区间

[0, 3] 上的最大值与最小值；（3）若方程 f(x) = m在区间 (0, 3) 内有两个不同的实数根，求实

数 m 的取值范围。

Z13. 已知函数 f(x) = ex − ax− 1（a 为实数）。（1）讨论 f(x) 的单调性；（2）若 f(x) ≥ 0

对一切 x ≥ 0 恒成立，求实数 a 的取值范围；（3）在（2）的条件下证明：当 x ≥ 0 时，ex ≥
1 + x，并指出等号成立的条件。
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